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J
mol K
x
Zusammenfassung
Langasit ist ein viel versprechendes Material fu¨r Sensoranwendungen bei hohen
Temperaturen. Er weist sehr gute piezoelektrische und mechanische Eigenschaf-
ten wie beispielsweise einen hohen Gu¨tefaktor und eine geringe Leitfa¨higkeit
auf. Das Material zeigt keine Phasenumwandlung bis zu seiner Schmelztempe-
ratur von 1470 °C. Um die praktischen Einsatzgrenzen von Langasit bei hohen
Temperaturen zu bestimmen, mu¨ssen seine elektrischen und mechanischen Ei-
genschaften ermittelt werden.
Die Untersuchungen wurden im Rahmen einer Kooperation zwischen der Tech-
nischen Universita¨t Clausthal und dem Massachusetts Institute of Technology
begonnen. In Clausthal wurden die piezoelektrischen Eigenschaften und der
Wasserstofftransport in Langasiteinkristallen ermittelt bzw. modelliert. Von In-
teresse war dabei der Temperaturbereich von Raumtemperatur bis 900 °C. Da
die Kristallstruktur des Langasits a¨hnlich der Struktur von Quarz ist, konnten
bekannte Modelle fu¨r den Wasser- und Wasserstofftransport aufgegriffen und
modifiziert werden. Von unseren Projektpartnern wurden die Sauerstofftrans-
portmechanismen und die Defektchemie mit Hilfe von polykristallinem Langa-
sit untersucht. Abschließende Materialuntersuchungen und die Anfertigung der
Arbeit erfolgten an der Hochschule Harz.
Zur Ermittlung der Eigenschaften von Langasit wurden unterschiedliche Mess-
verfahren eingesetzt. Die atomaren Transportvorga¨nge sind u¨berwiegend mit
Hilfe der Sekunda¨rionenmassen- und Impedanzspektrometrie untersucht wor-
den. Aus den Messungen mit dem Massenspektrometer ergaben sich die
Konzentrationen und damit die Transportkinetik der Elemente im Langasit,
wa¨hrend die Impedanzspektroskopie die elektrischen Eigenschaften der Proben
in Abha¨ngigkeit der Frequenz, des Wasserdampf- und Sauerstoffpartialdrucks
und der Temperatur lieferte. Zur Untersuchung der Wasserinteraktionen in
xi
Langasit wurde die Infrarotspektroskopie eingesetzt. Die elastischen und pie-
zoelektrischen Eigenschaften von Langasit wurden bei ho¨heren Temperaturen
mit Hilfe eines physikalischen Modells beschrieben und damit fu¨r Anwendungen
zuga¨nglich gemacht. Zum Vergleich der Ergebnisse wurden bei Raumtempera-
tur Puls-Echo-Messungen durchgefu¨hrt.
Die Transportmodelle zeigten, dass sich Langasit als Resonatormaterial fu¨r
Hochtemperaturanwendungen eignet. Die Reaktivita¨t von Langasit mit Wasser
und Wasserstoff muss jedoch beru¨cksichtigt werden. Da Galliumatome Langasit
in Form von Galliumsuboxiden verlassen ko¨nnen, wurde die Verwendung von
Langasitisomorphen vorgeschlagen, welche weniger Gallium beinhalten.
Um die mechanischen und piezoelektrischen Eigenschaften von Langasitreso-
natoren zu beschreiben, wurden eindimensionale, elektromechanische Model-
le entwickelt und angewendet. Unter der Beru¨cksichtigung der mechanischen,
elektrischen und piezoelektrischen Verluste wurden die Impedanzen der Re-
sonatoren berechnet und an die gemessenen Spektren angepasst. Die Unter-
suchung der piezoelektrischen und mechanischen Eigenschaften lieferte einen
vollsta¨ndigen Satz an Materialdaten. Auch diese Ergebnisse zeigten, dass Lan-
gasit bei ho¨heren Temperaturen als Resonator verwendet werden kann. Des
Weiteren konnte ein temperaturkompensierter Kristallschnitt vorgeschlagen
werden, der in Vergleich zu dem stark temperaturabha¨ngigen Y-Schnitt nur
eine geringe Temperaturabha¨ngigkeit der Resonanzfrequenz zeigt.
Die Arbeit wurde im Rahmen des DFG-Projektes (FR 1301/3) in der Sensorik-
Gruppe von Dr. Holger Fritze realisiert.
xii
1 Einleitung
1.1 Stand der Forschung
Auf piezoelektrischen Materialien basierende Sensoren und Aktoren werden in
der Industrie sehr ha¨ufig und vielfa¨ltig eingesetzt. U¨blicherweise werden BAW-
Sensoren1 als Gas- und Drucksensoren, und SAW-Sensoren2 als allgemeine
drahtlose Sensoren eingesetzt. Gas-, Druck-, Beschleunigungs- und chemische
Sensoren werden meistens auf der Grundlage von Quarz oder Lithiumniobat
hergestellt.
Herko¨mmliche Sensoren, die auf Materialien wie Quarz (SiO2) und Lithiumnio-
bat (LiNbO3) basieren, ko¨nnen nur bei niedrigen Temperaturen verwendet wer-
den. Die Phasenumwandlung von Quarz bei 573 °C setzt ihm ein festes oberes
Anwendungslimit. Doch schon bei niedrigeren Temperaturen ist der Q-Faktor
des Quarzes fu¨r viele Anwendungen unzureichend. Herko¨mmliches Lithium-
niobat besitzt eine noch niedrigere Temperaturgrenze. Der Zersetzungsprozess
beginnt bei nicht sto¨chiometrischem Material schon bei etwa 300 °C. Deshalb
werden neue Materialien gesucht, die bei ho¨heren Temperaturen angewendet
werden ko¨nnen. Viel versprechende Kandidaten fu¨r die Hochtemperatursen-
sorik sind Galliumorthophosphat (GaPO4) und die Mitglieder der Langasit-
Familie.
Eine besondere Aufmerksamkeit ist Langasit und seinen Isomorphen als
zuku¨nftigen Resonatormaterialien gewidmet. Die Kristalle mit der allgemei-
nen Formel A3BC3D2O14 bieten sehr gute Eigenschaften, wie beispielsweise
keine Phasenu¨berga¨nge bis zur Schmelztemperatur oder piezoelektrische Ei-
1engl. Bulk Acoustic Wave Resonators, Volumenschwinger
2engl. Surface Acoustic Wave Resonators, Oberfla¨chenschwinger
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genschaften, die genauso gut oder besser als die von Quarz sind. Die Mit-
glieder dieser Gruppe ko¨nnen mit dem konventionellen Czochralski-Verfahren
gezu¨chtet werden. Genauso wie Quarz haben diese Kristalle eine trigonale Sym-
metrie und geho¨ren zur Punktgruppe 32 (mit einer Ausnahme von LSZG -
La3SbZn3Ge2O14). Dank seiner sehr hohen Schmelztemperatur und der sich
nicht a¨ndernden Kristallstruktur im gesamten Temperaturbereich ko¨nnen die-
se Materialien in vielen unterschiedlichen Fachgebieten angewendet werden.
Zum Beispiel als:
 Gassensoren bzw. Mikrowaagen [1–5],
 drahtlose Temperatursensoren [6],
 Frequenzfilter [7],
 lokale Steifigkeitsmessgera¨te [8],
 elektrooptischer Q-Switch [9].
Fu¨r das anwendungsspezifische Design ist es notwendig, die piezoelektrischen
und die dielektrischen Koeffizienten sowie die Steifigkeit zu kennen. Da bei-
spielsweise Resonatoren bei ho¨heren Temperaturen angewendet werden sollen,
muss die Temperaturabha¨ngigkeit der vorher genannten Gro¨ßen bestimmt wer-
den. Aus der Kenntnis des vollsta¨ndigen Satzes der piezoelektrischen Koeffizi-
enten und des Steifigkeitstensors lassen sich temperaturkompensierte Kristall-
schnitte von Resonatoren bestimmen. Die erho¨hte Leitfa¨higkeit bei ho¨heren
Temperaturen fu¨hrt zu elektrischen Verlusten. Kenntnisse u¨ber die Selbstdiffu-
sion und die Defektchemie von Langasit liefern Informationen u¨ber den Ionen-
transport und die ionische Leitung. Da die Da¨mpfung unerwu¨nscht ist, werden
Dotierungen gesucht, welche die Leitfa¨higkeit und die Da¨mpfung verringern.
Wenn ein Resonator als Gassensor verwendet wird, werden außerdem Infor-
mationen u¨ber die Abha¨ngigkeit der Leitfa¨higkeit vom Partialdruck des Gases
beno¨tigt.
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1.2 Struktur und Eigenschaften von Langasit
Abbildung 1.1: Struktur des Langasits [10]: Lanthan befindet sich auf den A-Positionen,
Gallium auf den B-, C- und der Ha¨lfte der D-Positionen. Silizium nimmt die andere Ha¨lfte
der D-Positionen ein.
1.2 Struktur und Eigenschaften von Langasit
Der Langasit (LGS, La3Ga5SiO14, oder in der allgemeinen Formel
La3GaGa3(Ga,Si)2O14) ist das bekannteste Mitglied der Langasitfamilie und
seit ca. 1980 intensiv untersucht worden [10,11]. Daher sind die Eigenschaften
des Langasits bei Raumtemperatur schon lange bekannt. Langasit-Einkristalle
lassen sich mit Hilfe des konventionellen Czochralski-Verfahrens zu¨chten [12–18]
und sind mit hoher Reinheit und einen Durchmesser von 3–4 Zoll bei vielen
kommerziellen Anbietern erha¨ltlich.
Die Dichte von Langasit betra¨gt ca. 5739 ± 4 kg/m3 (siehe Tab. E.1). Sei-
ne Farbe reicht von transparent u¨ber hellgelb bis dunkelrot und ist ebenfalls
von den Herstellungsbediengungen abha¨ngig. Die Ursache der Fa¨rbung wurde
untersucht [20], ist aber bis jetzt noch nicht vollsta¨ndig gekla¨rt.
Alle Mitglieder der Langasit-Familie haben eine trigonale Kristallstruktur [21],
welche in Abb. 1.1 dargestellt ist. Die Abmessungen der Elementarzelle des
Langasits sind a = 8,158 A˚, c = 5,0942 A˚ und V = 293,64 A˚3 [21, 22]. Die
Kristallstruktur besteht aus zwei aufeinanderfolgenden Ebenen. Im Fall von
Langasit befinden sich die Lanthanatome auf den A-Positionen, die Galliu-
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Abbildung 1.2: Langasiteinkristalle [19]. Diese Kristalle sind mit dem konventionellen
Czochralski-Verfahren gezu¨chtet worden.
matome auf den B-, C- und der Ha¨lfte der D-Positionen. Die Siliziumatome
nehmen die andere Ha¨lfte der D-Positionen ein. Es ist zu beachten, dass die
Besetzung der D-Positionen zwischen Silizium und Gallium statistisch verteilt
ist. Das bedeutet, dass es zu lokalen Inhomogenita¨ten im Einkristall kommen
kann [23]. Uda et al. haben aber bewiesen, dass ein elektrisches Feld in Ho¨he
von 600 V/cm die chemischen Potentiale des La2O3–Ga2O3–SiO2 Systems so
modifiziert, dass der Langasit kongruent wa¨chst [24].
Langasit zeigt keine Phasenumwandlungen bis zu seiner Schmelztemperatur
von 1470 °C [10]. Einige physikalische Eigenschaften weisen eine Anisotropie
auf. Die dielektrischen Konstanten und die Materialparameter des Langasits
bei Raumtemperatur sind im Anhang E zusammengefasst.
Neben Langasit werden zur Zeit u.a. die folgenden Langasitisomorphe unter-
sucht [25–31]:
LGAS
Hier ist Gallium teilweise durch Aluminium ersetzt. Die
La3Ga5-xAlxSiO14 Kristalle enthalten weniger Ga, wobei sich die
piezoelektrischen Eigenschaften nach [25] nicht vera¨ndern. Die Autoren
behaupten, dass aluminiumhaltige Langasitisomorphe bei SAW-
Anwendungen den reinen Langasit ersetzen ko¨nnen.
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CNGS, CTGS, STGS, SNGS
Die vier Isomorphe haben im Gegensatz zum Langasit eine geordnete
Kristallstruktur, das heißt, alle Atome befinden sich an der richtigen
Stelle. Antidefekte wie beispielsweise Ga′Si oder Si
•
Ga ko¨nnen vermieden
werden. CNGS (Ca3NbGa3Si2O14) besitzt bei Raumtemperatur laut [26]
und [27] ho¨here piezoelektrische Koeffizienten und einen ho¨heren Kopp-
lungsfaktor als Langasit. CTGS (Ca3TaGa3Si2O14) schmilzt bereits bei
einer Temperatur von ca. 1185 °C [28]. STGS (Sr3TaGa3Si2O14, [29])
und SNGS (Sr3NbGa3Si2O14) bieten sehr gute Eigenschaften fu¨r SAW-
Anwendungen und gro¨ßere elektromechanische Kopplungsfaktoren als
Langasit [30].
LSZG
Dieser Isomorph, La3SbZn3Ge2O14, weist im Gegensatz zu den meis-
ten Komponenten der Langasitfamilie eine monokline Kristallsymmetrie
auf [31]. LSZG entha¨lt kein Gallium und zeigt sehr gute piezoelektrische
Eigenschaften.
Die Langasitisomorphe zeigen a¨hnlich hohe Schmelztemperaturen, gute pie-
zoelektrische Eigenschaften, eine gro¨ßere optische Rotation [32], eine kleinere
Dichte und dadurch eine gro¨ßere Geschwindigkeit der akustischen Wellen. Diese
Arbeit beschra¨nkt sich auf das kommerziell verfu¨gbare und bislang in Applika-
tionen eingesetzte Material Langasit.
1.3 Offene Fragen
Obwohl der Langasit seit einigen Jahren untersucht worden ist, sind noch nicht
alle seine Eigenschaften bekannt. Die Untersuchungen erfolgten bisher meist nur
bei Raumtemperatur oder niedrigen Temperaturen bis 300 °C. Die Hochtem-
peratureigenschaften sind daher nicht komplett untersucht worden.
Fu¨r den Einsatz von Langasit als Hochtemperatur-BAW-Resonator gibt es noch
viele offene Fragen, wie beispielsweise:
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Stabilita¨t des materials bei ho¨heren Temperaturen
Sowohl die mechanischen als auch die elektrischen Eigenschaften des Ma-
terials mu¨ssen bei ho¨heren Temperaturen stabil bleiben. Es muss beant-
wortet werden, welche die maximale Arbeitstemperatur eines Resonators
ist. Die Kenntnis der Transportvorga¨nge ko¨nnte dabei helfen, die Ein-
satzgrenzen zu definieren.
Reaktion mit der Umgebungsatmospha¨re
Es muss ero¨rtert werden, ob Langasit fu¨r den Einsatz in reduzierenden
Atmospha¨ren wie Wasserstoff oder Kohlenstoffmonoxid geeignet ist.
Temperaturkompensierte Schnitte
Eine Mo¨glichkeit, die Temperaturabha¨ngigkeit der Frequenz bei einem
Resonator stark zu reduzieren, ist ein spezieller Kristallschnitt. So zei-
gen Quarzresonatoren mit einem AT-Schnitt in einem weiten Bereich um
die Raumtemperatur keine Temperaturabha¨ngigkeit. Ob es entsprechen-
de Schnitte beim Langasit fu¨r den Hochtemperaturbereich gibt, kann nur
durch eine vollsta¨ndige Kenntnis der Materialparameter und deren Tem-
peraturabha¨ngigkeit beantwortet werden. Eine genaue Untersuchung der
Steifigkeit bzw. der Nachgiebigkeit und des piezoelektrischen Koeffizien-
ten sind dafu¨r erforderlich.
1.4 Ziel der Arbeit
Das Ziel dieser Arbeit ist die Ermittlung der Stabilita¨tsgrenzen des Langasits
im Temperaturbereich von Raumtemperatur bis 900 °C. Um dieses Ziel er-
reichen zu ko¨nnen, werden im ersten Teil die Modelle des Materialtransports
in Langasit dargestellt, die mit unterschiedlichen Messmethoden ermittelt und
verifiziert werden. Die Stabilita¨t des piezoelektrischen Materials und der Elek-
troden bei ho¨heren Temperaturen wird diskutiert. Bbesondere Aufmerksamkeit
wird dem Transport des Wassers bzw. des Wasserstoffs unter Beru¨cksichtigung
der Kristallanisotropie gewidmet.
Um die elastischen und piezoelektrischen Eigenschaften zu untersuchen, wer-
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den Impedanzmessungen mit nachfolgendem Fit eines physikalischen Modells
des Resonators und das Puls-Echo-Verfahren verwendet. Im zweiten Teil der
Arbeit wird gezeigt, welche Kristallschnitte und Schwingungsmodi bei der Be-
stimmung der Parameter notwendig sind. Die Materialparameter werden von
Raumtemperatur bis 900 °C mit Hilfe der im Kapitel 3 genannten Messmetho-
den untersucht.
Die Untersuchung der Eigenschaften von Langasit ist im Rahmen einer Koope-
ration zwischen der Technischen Universita¨t Clausthal und dem Masachussets
Institute of Technology (MIT) durchgefu¨hrt worden. Die Untersuchungen der
Sauerstoff-basierten Transportmechanismen und der Defektchemie wurden mit
Hilfe von polykristallinem Langasit am MIT durchgefu¨hrt und in der Dok-
torarbeit von Huankiat Seh, unter Betreuung von Prof. Harry L. Tuller zu-
sammengestellt [33]. Sowohl die piezoelektrischen Eigenschaften als auch die
Wasserstoff-basierten Transportmechanismen in Langasiteinkristallen wurden
an der Technischen Universita¨t Clausthal untersucht.
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2 Transport im Langasit
2.1 Ladungstra¨ger und Transportmechanismen
2.1.1 Sauerstoff
Allgemein bilden die in Oxiden gebundenen Sauerstoffatome mit dem umgeben-
den Sauerstoff ein Gleichgewicht. Wenn der Sauerstoffpartialdruck pO2 gering
ist, wird Sauerstoff das Material verlassen. Dadurch werden Sauerstoﬄeer-
stellen V••O und freie Elektronen e
′ erzeugt (laut Kro¨ger-Vink-Notation [34]):
O×O −−⇀↽− 12 O2 + V••O + 2e′. (2.1)
Wenn aber der Sauerstoffpartialdruck hoch ist, werden die Sauerstoffato-
me die Sauerstoﬄeerstellen besetzen. Daher kann bei Oxiden die elektrische
Leitfa¨higkeit eine starke Abha¨ngigkeit vom Sauerstoffpartialdruck zeigen. So-
wohl die Leerstellen als auch die Elektronen ko¨nnen sich im elektrischen Feld
bewegen.
2.1.2 Gallium
Gallium ist nach Sauerstoff die am zweitha¨ufigsten vorkommende Komponente
des Langasits. Es besetzt drei unterschiedliche Kristallpositionen (Abb. 1.1).
Es kann im Fall von Gallium zu Antistrukturdefekten kommen, wo Gallium-
kationen mit Siliziumkationen auf den D-Positionen vertauscht und Ga′Si- und
Si•Ga-Defekte erzeugt werden ko¨nnen [21]. Außerdem neigen viele galliumhaltige
Materialien zu starken Galliumverlusten bei ho¨heren Temperaturen, die durch
den hohen Dampfdruck von Galliumsuboxiden verursacht sein ko¨nnen [35–37].
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Cochran behauptet, dass Galliumsuboxide, welche bei ho¨heren Temperaturen
entstehen, die Abdampfgeschwindigkeit des Galliums aus dem Material ver-
doppeln [36]. Zinkevich hat bewiesen, dass das Gleichgewicht der folgenden
Reaktion
Ga2O3 −−⇀↽− Ga2O + O2 (2.2)
bei ho¨heren Temperaturen in die Richtung Ga2O stark verschoben ist [37]. Der
von ihm gescha¨tzte Dampfdruck des Galliumsuboxides betra¨gt bei 1000 °C
1,39 · 10−2 bar und ist um zwei Gro¨ßenordnungen ho¨her als der Dampfdruck
des Galliums bei gleicher Temperatur.
2.1.3 Lanthan
Das Lanthan befindet sich nur auf den A-Positionen der Kristallstruktur, die
sehr weit voneinander entfernt sind. Aufgrund dieses Abstands und des großen
Durchmessers von Lanthankationen kann man davon ausgehen, dass Lanthan
sehr keinen Beitrag zur Leitfa¨higkeit liefert. Indirekt ko¨nnen die Lanthande-
fekte die Leitfa¨higkeit dadurch beeinflussen, dass sie zur Erzeugung von Sau-
erstoﬄeerstellen fu¨hren ko¨nnen:
2La×La + 3O
×
O −−⇀↽− 3V••O + 2V′′′La + La2O3 (2.3)
2.1.4 Wasserstoff und Wasser
Da die Kristallstruktur des Langasits a¨hnlich der Struktur des Quarzes ist, wer-
den einige Transportprozesse, die im Quarz stattfinden, auch im Fall von Lan-
gasit erwartet. Im Quarz finden sowohl Wasserstofftransport als auch Wasser-
transport statt [38]. Der Wasserstoff reagiert mit den Si−O−Si Bru¨cken [39–41]
wie folgt
−−Si−O−Si−−+H2 −−⇀↽− −−Si−OH+H−Si−−. (2.4)
Auf eine a¨hnliche Art und Weise kann auch Wasser mit Quarz reagieren [38]:
−−Si−O−Si−−+H2O −−⇀↽− −−Si−OH+HO−Si−−. (2.5)
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Doremus behauptet [38], dass diese Reaktion die c-Achse des Quarzes fa-
vorisiert, weil in dieser Richtung so genannte
”
Sauerstoffkana¨le“ vorlie-
gen (Abb. 2.1).
Die Reaktionen (2.4) und (2.5) fu¨hren zur Formation von Teilchen, die in Bezug
auf den Gitterplatz keine elektrische Ladung haben. Da die O−H Bindung stark
polarisiert ist, ist das Proton der OH-Gruppe sehr beweglich. Das bedeutet,
dass sich die Protonen der OH-Gruppen im elektrischen Feld bewegen ko¨nnen
und sich mit den anderen Sauerstoffatomen binden:
−−Si−O−H····O−Si−− −−⇀↽− −−Si−O−−−H−−−O−Si−− −−⇀↽− −−Si−O····H−O−Si−−
(2.6)
Eine derartige Protonendiffusion ist im Fall von Perovskiten gefunden worden
[42,43] und bildet die Grundlage vieler Protonenleiter bei Brennstoffzellen [44].
Anhand dieser Informationen ko¨nnen mehrere unterschiedliche Transportme-
chanismen des Wasserstoffs im Langasit erwartet werden. Der Wasserstoff
ko¨nnte als Proton im Langasit diffundieren:
H2 −−⇀↽− 2 H+ + 2e−. (2.7)
Das Wasser kann mit den Sauerstoffatomen des Kristalls reagieren [38]:
H2O + O
×
O −−⇀↽− (2 OH)×O, (2.8)
beziehungsweise [43]
H2O + 2 O
×
O −−⇀↽− 2 (OH)•O + O′′i (2.9)
Wenn im Langasit Sauerstoﬄeerstellen vorhanden sind, ko¨nnen sie den Was-
serstofftransport begu¨nstigen:
H2O + V
••
O + O
×
O −−⇀↽− 2(OH)•O. (2.10)
So lassen sich Wassermoleku¨le sehr einfach in Sauerstoﬄeerstellen einbauen.
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Abbildung 2.1: Projektion von Langasit entlang der Z-Achse (a). Die Sauerstoffatome sind
grau und die Kationen schwarz dargestellt. Schematische Bewegung einer Sauerstoﬄeer-
stelle (kleine Pfeile) bzw. einer Hydroxylgruppe entlang der Z-Achse (großer Pfeil) (b).
2.2 Modelle
2.2.1 Sauerstofftransport
Das Modell des Sauerstofftransports ist im Rahmen einer Projektkooperation
zwischen der Technischen Universita¨t Clausthal und dem Massachusetts Insti-
tute of Technology von H. Seh entwickelt worden [3,4,33,45]. Es beschreibt den
Transport mittels vollsta¨ndig ionisierter Sauerstoﬄeerstellen und erkla¨rt damit
die Sauerstofftransportvorga¨nge in undotiertem und dotiertem Langasit.
Defektchemie und Leitfa¨higkeit des undotierten Langasit
Wenn der Langasit reduziert wird, werden vollsta¨ndig ionisierten Sauerstoﬄeer-
stellen nach Gleichung (2.1) erzeugt. Fu¨r die Reaktion (2.1) ergibt sich aus dem
Massenwirkungsgesetz die folgende Gleichgewichtskonstante
Kred(T ) = [V
••
O ]n
2p
1/2
O2
, (2.11)
und die Elektroneutralita¨tsbedingung
n = 2[V••O ], (2.12)
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wobei [V••O ] die Konzentration der Sauerstoﬄeerstellen, n die Konzentration
der Elektronen und pO2 der Sauerstoffpartialdruck sind.
Da die Sauerstoﬄeerstellen als bewegliche Ladungstra¨ger betrachtet werden
ko¨nnen, ergibt sich der Beitrag der Leerstellen, σO, zur Gesamtleitfa¨higkeit σ
wie folgt
σO = [V
••
O ]2qµV, (2.13)
wobei q die Elementarladung und µV die Beweglichkeit der Leerstellen sind.
Die Verknu¨pfung zwischen der Beweglichkeit der Sauerstoﬄeerstellen und dem
Diffusionskoeffizient der Leerstellen DV ergibt sich aus der Einstein-Gleichung
µV
DV
=
2q
kT
, (2.14)
wobei k die Boltzmann-Konstante und T die Temperatur sind.
Die Relation zwischen den Diffusionskoeffizienten von Sauerstoff DO und Sau-
erstoﬄeerstellen DV lautet wie folgt
DO[O
×
O] = DV[V
••
O ]. (2.15)
Anhand der Gleichungen (2.13), (2.14) und (2.15) ergibt sich der folgende Bei-
trag der Sauerstoﬄeerstellen zur ionischen Leitfa¨higkeit [2]
σO =
4q2
kT
[O×O]DO, (2.16)
wobei die Konzentration des Sauerstoffs im Langasitgitter [O×O] bekannt ist.
Bei einer Verringerung des Sauerstoffpartialdrucks wird der Langasit nach Re-
aktion (2.1) reduziert. Durch diesen Prozess werden Sauerstoﬄeerstellen und
Elektronen erzeugt. Die Konzentration des Sauerstoffs im Langasit [O×O] kann
jedoch als konstant betrachtet werden, da die A¨nderungen vernachla¨ssigbar
klein sind.
Bei einem hohen Sauerstoffpartialdruck findet praktisch keine Reduktion des
Langasits statt. Die Leitfa¨higkeit (2.20) wird in diesem Fall nicht von dem
Sauerstoffpartialdruck abha¨ngen.
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Bei niedrigen Sauerstoffpartialdru¨cken muss die Konzentration der Elektronen,
welche durch den Reduktionsprozess erzeugt wird, beachtet werden. Mit ei-
ner Steigerung der Leerstellenkonzentration steigt die elektrische Leitfa¨higkeit.
Anhand der Gleichungen (2.11) und (2.12) erha¨lt man
Kred(T ) =
1
2
n3p
1/2
O2
. (2.17)
Der Beitrag der elektronischen Leitung σel zur Leitfa¨higkeit lautet:
σel = nqµe, (2.18)
wobei µe die Beweglichkeit der Elektronen ist. Aus der Gleichung (2.17) ergibt
sich mit Hilfe von Gleichung (2.18) die Abha¨ngigkeit der Leitfa¨higkeit vom
Sauerstoffpartialdruck:
σel ∝ p−1/6O2 . (2.19)
Die Gesamtleitfa¨higkeit ergibt sich als Summe der Beitra¨ge von Sauerstoﬄeer-
stellen und Elektronen:
σ = σO + σel. (2.20)
Einfluss der Akzeptoren auf die Leitfa¨higkeit
Akzeptoren, wie beispielsweise Strontium, werden in der Kristallstruktur des
Langasits, unter Beru¨cksichtigung der Ionenradien, sehr wahrscheinlich die
Lanthan-Positionen besetzen. Die negative Ladung eines einfach ionisierten De-
fektes Sr′La [33], beziehungsweise im Allgemeinen A
′, wird durch die Bildung
von Sauerstoﬄeerstellen kompensiert:
2 [V••O ] = [A
′]. (2.21)
Wenn der Sauerstoffpartialdruck hoch ist, bleibt bei akzeptordotiertem Lan-
gasit die Leitfa¨higkeit vom Sauerstoffpartialdruck unabha¨ngig. Die Konzentra-
tion der Sauerstoﬄeerstellen wird durch die Akzeptoren fixiert. Zusa¨tzlich ist
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die Konzentration von freien Elektronen deutlich kleiner als die Konzentrati-
on der Sauerstoﬄeerstellen. Unter diesen Bedingungen ist die Leitfa¨higkeit des
Langasits konstant.
Bei sinkendem Sauerstoffpartialdruck wird sich die Konzentration der Elek-
tronen, die durch Reduktion der Probe erzeugt wurden, der Konzentration
der Dotierung anna¨hern. Die sehr geringe A¨nderung der Konzentration der
Sauerstoﬄeerstellen kann vernachla¨ssigt werden. Unter der Annahme, dass die
Mobilita¨t der Elektronen deutlich gro¨ßer als die Mobilita¨t der Akzeptoren ist,
µe  µA, und anhand der Gleichung (2.11) ergibt sich
n2p
1/2
O2
= const. (2.22)
und daraus mit Gleichung (2.18)
σel ∝ p−1/4O2 . (2.23)
Verringert man den Sauerstoffpartialdruck noch weiter, so dass die Konzentra-
tion der Elektronen vom Reduktionsprozess die Konzentration der Dotierung
deutlich u¨berschreitet, wird die Konzentration der Leerstellen entsprechend
Gleichung (2.12) steigen. Es gilt dann
σel ∝ p−1/6O2 . (2.24)
Einfluss von Donatoren auf die Leitfa¨higkeit
Unter Beru¨cksichtigung der Ionenradien werden Nb-Ionen die Gallium-
Positionen der Kristallstruktur besetzen und Defekte wie beispielsweise (Nb•Ga
bzw. D•) erzeugen. Die positive Ladung eines solchen Defektes wird durch
Elektronen kompensiert
[D•] = n, oder 2[D••] = n. (2.25)
Bei ho¨herem Sauerstoffpartialdruck ist die Konzentration der freien Elektronen
durch die Donatoren fixiert und dabei deutlich gro¨ßer als die Konzentration der
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Tabelle 2.1: Zusammenhang der Leitfa¨higkeit mit dem Sauerstoffpartialdruck fu¨r dotierten
Langasit.
Sauerstoﬄeerstellen. Unter diesen Bedingungen bleibt die Leitfa¨higkeit Sau-
erstoffpartialdruckunabha¨ngig. Bei Verringerung des Sauerstoffpartialdrucks
steigt die Konzentration der Sauerstoﬄeerstellen und Elektronen, so dass Glei-
chung (2.17) gilt und sich daraus
σel ∝ p−1/6O2 (2.26)
ergibt.
2.2.2 Wasserstofftransport
Das H2/H2O Gleichgewicht
Eine Mischung aus H2, O2 und H2O befindet sich in einem Gleichgewicht
H2 +
1
2
O2 −−⇀↽− H2O, (2.27)
mit einer Gleichgewichtskonstante KH2O, die sich durch folgende Gleichung
ausdru¨cken la¨sst
KH2O =
pH2O
pH2
p
1/2
O2
, (2.28)
wobei die Gleichgewichtskonzentration des Wasserstoffs pH2 gleich
pH2 = p
RT
H2
− pH2O (2.29)
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und die Konstante
KH2O(T ) = 1,423 · 10
−3 exp
„
2,56 eV
k · T
«
(2.30)
sind [46]. Der Ausdruck pRTH2 entspricht der Anfangskonzentration des Wasser-
stoffs unter der Annahme, dass des Wasserdampfdruck am Anfang gleich Null
ist.
Unter der Bedingung, dass das System geschlossen ist, ein Gasgemisch mit ei-
ner konstanten Konzentration des Wasserstoffs vorgegeben wird und Sauerstoff
mittels einer auf Zirkonoxid basierenden Sauerstoffpumpe dem System zugefu¨gt
werden kann, lautet Gleichung (2.28) unter Beru¨cksichtigung des Massenwir-
kungsgesetzes wie folgt
KH2O =
pH2O
(pRTH2
− pH2O)p
1/2
O2
, (2.31)
wobei pO2 der Sauerstoffpartialdruck ist. Aus dieser Gleichung ergibt sich der
Partialdruck des Wassers als Funktion des Sauerstoffpartialdrucks und des An-
fangspartialdrucks des Wasserstoffs wie folgt
pH2O =
KH2O · p
RT
H2
· p1/2O2
1 + KH2O
· p1/2O2
. (2.32)
Die Ergebnisse dieser Gleichung fu¨r unterschiedliche Temperaturen und An-
fangskonzentrationen des Wasserstoffs sind in Abb. 2.2 dargestellt. Der Kehr-
wert der ersten Ableitung des Logarithmus dieser Funktion wird als Propor-
tionalita¨tsfaktor α bezeichnet. Dieser Parameter ist bei einem niedrigen Sauer-
stoffpartialdruck gleich Zwei, und steigt mit steigendem Sauerstoffpartialdruck
bis unendlich. Der Zusammenhang zwischen diesem Parameter und dem Sau-
erstoffpartialdruck ist in Abb. 2.3 dargestellt. Die Abha¨ngigkeit des Wasser-
dampfdruckes vom Sauerstoffpartialdruck lautet dementsprechend wie folgt
pH2O ∝ p
1/α
O2
(2.33)
mit α−1 = 0 . . . 0,5.
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Abbildung 2.2: Zusammenhang zwischen dem Sauerstoffpartialdruck und dem Wasser-
dampfdruck bei Temperaturen von 500 °C bis 800 °C berechnet aus Gleichung (2.28) fu¨r
eine Wasserstoffanfangskonzentration von 2 %. Die fu¨nf Kurven entsprechen unterschied-
lichen Wasserstoffanfangskonzentrationen im Gas bei einer Temperatur (hier: 800 °C).
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Abbildung 2.3: Reziproker α-Parameter als Funktion des Sauerstoffpartialdruckes und der
Temperatur.
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Protonenleitung
An der Oberfla¨che kann Wasserstoff bei ho¨heren Temperaturen dissoziieren:
H2 −−⇀↽− 2 H+ + 2e′, (2.34)
mit einer Gleichgewichtskonstanten
Kp(T ) =
[H+]2n2
pH2
(2.35)
und der Elektroneutralita¨tsbedingung
[H+] = n. (2.36)
Das positiv geladene Proton kann sich im elektrischen Feld bewegen, und trans-
portiert damit elektrische Ladung. Der ionische Beitrag zur Gesamtleitfa¨higkeit
kann wie folgt dargestellt werden:
σion = [H
+]qµH+ , (2.37)
wobei q die Elementarladung und µH+ die Beweglichkeit des Protons sind.
Sie sind durch die Einstein-Relation mit dem Diffusionskoeffizienten DH+ ver-
knu¨pft:
µH+
DH+
=
q
kT
. (2.38)
Anhand der Gleichungen (2.37) und (2.38) ergibt sich der folgende Beitrag von
Protonen zur ionischen Leitfa¨higkeit
σion =
q2
kT
[H+]DH+ . (2.39)
Unter der Annahme der Gu¨ltigkeit der Gleichungen (2.35) und (2.36) ergibt
sicht aus der Gleichung (2.39)
σion = Γ(T )p
1/4
H2
, (2.40)
mit
Γ(T ) =
q2
kT
DH+Kp(T )
1/4. (2.41)
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Der ionische Beitrag zur Leitfa¨higkeit der durch Protonen verursacht wird,
ha¨ngt vom Wasserstoffpartialdruck ab:
σion ∝ p1/4H2 . (2.42)
Der Wasserstoffpartialdruck ist laut Gleichung (2.28) vom Sauerstoff- und Was-
serdampfdruck abha¨ngig
pH2 ∝ pH2Op
−1/2
O2
. (2.43)
Aus Gleichungen (2.33) und (2.43) ergibt sich die Proportionalita¨t des Wasser-
stoffpartialdruckes vom Sauerstoffpartialdruck
pH2 ∝ p
(1−α/2)
H2O
(2.44)
und damit ergibt sich der folgende ionische Beitrag zur Leitfa¨higkeit
σion ∝ p(1−0,5α)/4H2O . (2.45)
Fu¨r jeden zugelasenen Wert des Parameters α (α ≥ 2) verringert sich die
Leitfa¨higkeit mit steigendem Wasserdampfdruck.
Die Reaktion des Wassers mit Sauerstoff
Wassermoleku¨le ko¨nnen auch, a¨hnlich wie im Quarz, mit den Sauerstoffatomen
des Langasits laut Gleichung (2.5) reagieren. Hier ist die Gleichgewichtskon-
stante gleich
Kwo(T ) =
[(OH)×O]
2
[O×O] · pH2O
. (2.46)
Obwohl die eingebauten OH-Gruppen keine effektive Ladung tragen, ko¨nnen
sie dennoch als potenzielle Ladungstra¨ger betrachtet werden. Da ein Proton
wegen der starken Polarisation der O−H Bindung beweglich ist, kann es an
ein benachbartes Sauerstoffatom u¨bertragen werden. Der Beitrag zur gesamten
Leitfa¨higkeit, σOH, kann durch die folgende Gleichung ausgedru¨ckt werden:
σOH = [(OH)
×
O]qOHµOH, (2.47)
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wobei qOH die Ladung des Protons der OH-Gruppe und µOH die Beweglichkeit
des Protons sind.
Der Zusammenhang zwischen dem Diffusionskoeffizienten und der Beweglich-
keit des Protons lautet
µOH
DOH
=
qOH
kT
. (2.48)
Aus den Gleichungen (2.46), (2.47) und (2.48) ergibt sich der folgende Beitrag
der OH-Gruppen zur gesamten Leitfa¨higkeit
σOH = Γ(T ) · p1/2H2O (2.49)
mit
Γ(T ) =
q2OH
kT
·DOH(T ) ·
`
Kwo(T )[O
×
O]
´1/2
. (2.50)
Unter Beru¨cksichtigung der Gleichungen (2.19), (2.33) und (2.49) ergibt sich
die Proportionalita¨t des Leitfa¨higkeitsbeitrags σOH+ wie folgt
σOH ∝ p1/2H2O. (2.51)
Im Fall der Reaktion mit Sauerstoffatomen im Kristallgitter, ha¨ngt der Beitrag
zur Leitfa¨higkeit nur vom Wasserdampfdruck ab.
Die Reaktion des Wassers mit den Sauerstoﬄeerstellen
Wasser kann mit Hilfe der Sauerstoﬄeerstellen im Volumen des Langasits dif-
fundieren. Dieser Transportmechanismus ist bereits beim Strontiumtitanat und
beim Titandioxid beobachtet worden [47,48]. Unter Annahme dieses Prozesses
reagiert das Wasser mit einer Leerstelle entsprechend Gleichung (2.10), wobei
die Gleichgewichtskonstante dieses Prozesses
Kwl(T ) =
[(OH)•O]
2
[O×O][V
••
O ] · pH2O
(2.52)
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lautet und [O×O] ≈ 4,76 · 1022 cm−3 [33]. Die in Bezug auf das Gitter positiv
geladene OH-Gruppe kann durch ein bewegliches Proton die Ladung tragen,
wobei der Beitrag zur gesamten Leitfa¨higkeit, σ+, durch die folgende Gleichung
ausgedru¨ckt werden kann:
σ+ = [(OH)
•
O]q+µ+. (2.53)
q+ und µ+ entsprechen der Ladung und der Beweglichkeit der Protonen in
OH-Gruppen.
Die Einstein-Gleichung definiert die Relation zwischen der Beweglichkeit des
Protons und seinem Diffusionskoeffizienten D+ wie folgt
µ+
D+
=
q+
kT
. (2.54)
Anhand der Gleichungen (2.52), (2.53) und (2.54) ergibt sich der Beitrag der
protonenleitenden OH-Gruppen zur Leitfa¨higkeit:
σ+ = Γ(T ) · p1/2H2O[V
••
O ]
1/2, (2.55)
mit
Γ(T ) =
q2+
kT
·D+(T ) ·
`
Kwl(T )[O
×
O]
´1/2
. (2.56)
Die Proportionalita¨t des Leitfa¨higkeitsbeitrags σ+, die mit Hilfe von Glei-
chung (2.55) berechnet wurde, ha¨ngt von der Temperatur ab. Bei einer nied-
rigen Temperatur sind die Sauerstoﬄeerstellen auf Grund des niedrigen Diffu-
sionskoeffizienten des Sauerstoffs in der Kristallstruktur
”
eingefroren“. Daher
bleibt ihre Konzentration vom Sauerstoffpartialdruck unabha¨ngig. Der Beitrag
zur Leitfa¨higkeit σ+ ha¨ngt in diesem Fall nicht vom Sauerstoffpartialdruck ab:
σ+ ∝ p1/2H2O. (2.57)
Wenn aber die Temperatur steigt, so entstehen die Sauerstoﬄeerstellen an der
Oberfla¨che und diffundieren in das Volumen der Probe. Die Konzentration
der Leerstellen wird dann laut Gleichung (2.19) vom Sauerstoffpartialdruck
abha¨ngig:
[V••O ] ∝ p−1/6O2 . (2.58)
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Tabelle 2.2: Zusammenhang zwischen der Leitfa¨higkeit und dem Partialdruck des Gases
je nach zu erwartendem Transportmechanismus.
Transportmechanismus Leitfa¨higkeit
H2 −−⇀↽− 2 H+ + 2e′ σion∝p(1−0,5α)/4H2O
H2O + O
×
O
−−⇀↽− (2 OH)×O σOH∝p1/2H2O
H2O + V
••
O + O
×
O
−−⇀↽− 2 (OH)•O σ+∝p1/2−β(α/12)H2O
Mit Hilfe der Gleichung (2.33) ergibt sich daraus
[V••O ] ∝ p−α/6H2O . (2.59)
As den Gleichungen (2.55) und (2.59) ergibt sich der folgende Beitrag zur
Leitfa¨higkeit
σ+ ∝ p1/2−α/12H2O . (2.60)
Die Gleichungen (2.57) und (2.60) ko¨nnen wie folgt zusammen dargestellt
werden
σ+ ∝ p1/2−β(α/12)H2O (2.61)
mit β = 0 . . . 1.
2.3 Zusammenfassung
Aufgrund des Sauerstoffgleichgewichts werden Sauerstoﬄeerstellen bei niedri-
gen Sauerstoffpartialdru¨cken erzeugt. Durch Kompensation mittels Elektronen
werden die Ladungstra¨ger bereitgestellt. Das fu¨hrt insgesamt zu einer Erho¨hung
der Leitfa¨higkeit [3].
Eine besondere Aufmerksamkeit muss dem Transport des Wasserstoffs und
des Wassers gewidmet werden. Die vorgeschlagenen Modelle zeigen, dass die
Leitfa¨higkeit des Langasits durch Wasserdampf und Wasserstoff sehr stark be-
einflusst werden ko¨nnen. Je nach Kristallorientierung kann das Wasser entwe-
der mit Sauerstoﬄeerstellen oder mit Sauerstoffatomen des Kristallgitters leicht
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reagieren. Da die Wasser- bzw. Protonenleitung sehr schnell sein kann, muss sie
untersucht werden. Zum Beispiel betra¨gt der Diffusionskoeffizient des nach Me-
chanismus (2.5) diffundierenden Wassers im Quarz bei 700 °C 1,14×10−9 cm2/s
in der Z-Richtung [38]. Aus der Formel fu¨r die charakteristische Eindringtiefe
x = 2
√
Dt ergibt sich eine Tiefe von 40 µm fu¨r einer 60 Minuten andauernde
Glu¨hung. A¨hnliche Ergebnisse ko¨nnen bei Langasit erwartet werden.
Die Transportmodelle werden mittels Diffusionsexperimenten und Impedanz-
messungen untersucht. Das Defektmodell ist im Fall von polykristallinem Lan-
gasit bereits von H. Seh in trockener Atmospha¨re untersucht worden [3,33,45].
Im Gegensatz zu dem Messungen von H. Seh wurde der Langasit vorwiegend
in wasserstoffhaltigen Atmospha¨ren untersucht.
Die Abdampfung eines Galliumsuboxides ko¨nnte nicht nur zu A¨nderungen der
Leitfa¨higkeit fu¨hren, sondern mit Blick auf Applikationen ein Anwendungslimit
des Langasits festsetzen.
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3 Piezoelektrische Eigenschaften
3.1 Materialparameter und Symmetrie
3.1.1 Steifigkeit und Nachgiebigkeit
Die mechanischen Eigenschaften eines Festko¨rpers ko¨nnen mit einem Deh-
nungstensor S und einem Spannungstensor T beschrieben werden. Fu¨r einen
Verschiebungsvektor u ist die Dehnung wie folgt definiert:
Sij =
1
2
„
∂uj
∂xi
+
∂ui
∂xj
«
, (3.1)
wobei die Indizes die Richtungen xi, xj und xk beschreiben. Aus dieser Formel
ergibt sich eine Gleichwertigkeit der Dehnung Sij und Sji.
Dehnung und Spannung sind miteinander durch die Steifigkeit c bzw. die Nach-
giebigkeit s verknu¨pft
T = c · S bzw. S = s · T , (3.2)
wobei die Steifigkeit und die Nachgiebigkeit Tensoren der vierten Stufe sind. Die
Relation zwischen der Steifigkeit und der Nachgiebigkeit kann in der folgenden
Form dargestellt werden:
Tij =
3X
k=1
3X
l=1
cijklSkl, und Sij =
3X
k=1
3X
l=1
sijklTkl, (3.3)
oder in einer a¨quivalenten Form, in der die Summierung der Elemente nicht
dargestellt ist1:
Tij = cijklSkl, und Sij = sijklTkl. (3.4)
1Diese Konvention ist 1916 von A. Einstein eingefu¨hrt worden.
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Die Nachgiebigkeit ist der inverse Tensor der Steifigkeit. Es gilt der folgende
Zusammenhang:
cijpqsqpkl = δ(ij)(kl), (3.5)
wobei δ(ij)(kl) das Kronecker-Symbol ist.
3.1.2 Dielektrischer Koeffizient
In einem elektrischen System ist das elektrische Feld E eine intensive Variable.
Die extensive Variable ist die elektrische Flussdichte D , wobei die Relation
zwischen beiden Gro¨ßen wie folgt definiert ist:
D = ε ·E , (3.6)
ε ist der dielektrische Koeffizient (eine dielektrische Permittivita¨t). Es handelt
sich um einen Tensor zweiter Stufe.
3.1.3 Piezoelektrischer Koeffizient
Die elastische Steifigkeit bzw. Nachgiebigkeit definieren eine Relation zwischen
den mechanischen Variablen. Der dielektrische Koeffizient definiert die Rela-
tionen zwischen den elektrischen Variablen. Der piezoelektrische Koeffizient d
bzw. e verknu¨pft die beiden Systeme. Der piezoelektrische Koeffizient ist ein
Tensor dritter Stufe. In Abha¨ngigkeit von Randbedingungen muss man die un-
abha¨ngigen Variablen passend wa¨hlen.
In einem System, in dem die mechanischen und elektrischen Variablen mitein-
ander verknu¨pft sind, findet man unter Annahme der adiabatischen Zusta¨nde
das thermodynamische Potential HA [49]:
HA = U − SijTij − EnDn −BnHn, (3.7)
wobei U die innere Energie ist. Unter der Annahme, dass die unabha¨ngigen
Variablen die Spannung T und das elektrische Feld E sind, gilt
dHA = −SijdTij −DndEn −BndHn + Θdσ, (3.8)
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wobei Θ die Temperatur und σ die Entropie sind. Je nach Randbedingun-
gen, die durch die Geometrie und den Schwingungsmodus eines Resonators
bestimmt sind, kann entweder die Gleichung (3.7) oder die Gleichung (3.8) an-
gewendet werden. Aus diesen Gleichungen lassen sich die folgenden Gleichungen
berechnen [49,50]
Sij = sijklTkl +
„
∂Sij
∂En
«
En +
„
∂Sij
∂Hn
«
Hn +
„
∂Sij
∂σ
«
dσ,
Dn =
„
∂Dn
∂Tij
«
Tij + εnmEm +
„
∂Dn
∂Hm
«
Hm +
„
∂Dn
∂σ
«
dσ.
(3.9)
Im Fall eines piezoelektrischen Mediums ist der Wa¨rmeaustausch ver-
nachla¨ssigbar. Daher kann angenommen werden, dass Θdσ = 0 gilt. Zusa¨tzlich
werden bei der Untersuchung der piezoelektrischen Materialien magnetische Ef-
fekte nicht betrachtet. Unter diesen Bedingungen nehmen die piezoelektrischen
Gleichungen die folgende Form an:
Sij = sijklTkl +
„
∂Sij
∂En
«
En,
Dn =
„
∂Dn
∂Tij
«
Tij + εnmEm.
(3.10)
Unter der Annahme, dass die Dehnung S und das elektrische Feld E un-
abha¨ngige Variablen sind, lautet das Differential der Gleichung (3.7) wie folgt
dHA = −TijdSij −DndEn −BndHn + Θdσ. (3.11)
Anhand der Gleichungen (3.7) und (3.11) ko¨nnen die Ausdru¨cke berechnet
werden [49]:
Tij = cijklSkl +
„
∂Tij
∂En
«
En +
„
∂Tij
∂Hn
«
Hn +
„
∂Tij
∂σ
«
dσ,
Dn =
„
∂Dn
∂Sij
«
Sij + εnmEm +
„
∂Dn
∂Hm
«
Hm +
„
∂Dn
∂σ
«
dσ.
(3.12)
Im Falle eines piezoelektrischen Materials ko¨nnen der Wa¨rmeaustausch und
magnetische Effekte vernachla¨ssigt werden. Die Gleichungen nehmen dann die
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folgende Form an:
Tij = cijklSkl +
„
∂Tij
∂En
«
En,
Dn =
„
∂Dn
∂Sij
«
Sij + εnmEm.
(3.13)
An dieser Stelle kann ein piezoelektrischer Koeffizient d eingefu¨hrt werden.
Dieser ist wie folgt definiert:
dnij =
„
∂Dn
∂Tij
«
E,Θ
=
„
∂Sij
∂En
«
T,Θ
, (3.14)
weiter wird ein piezoelektrischer Koeffizient e definiert:
enij =
„
∂Dn
∂Sij
«
E,Θ
=
„−∂Tij
∂En
«
S,Θ
, (3.15)
wobei die Relation zwischen den beiden Koeffizienten wie folgt gegeben ist:
dnij = enkls
E
klij , enij = dnklc
E
klij . (3.16)
Um die Kopplung zwischen den elektrischen und mechanischen Eigenschaften
universell darzustellen, wird ein dimensionsloser Kopplungsfaktor k wie folgt
definiert:
k2 =
d2
s · ε , bzw. k
2 =
e2
c · ε , (3.17)
wobei die Indizes der Parameter von der Orientierung und von dem Schwin-
gungsmodus des Resonators abha¨ngen. Je gro¨ßer dieser Parameter ist, desto
besser kann das Material die elektrische Energie in mechanische Energie um-
wandeln (und umgekehrt).
Wenn die mechanische Spannung und das elektrische Feld unabha¨ngige Va-
riablen eines piezoelektrischen Systems sind, gelten die folgenden allgemeinen
piezoelektrischen Gleichungen:(
S = sE · T + d ·E ,
D = d · T + εT ·E .
(3.18)
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Liegen die Dehnung und das elektrische Feld als unabha¨ngige Variablen vor, so
lauten die piezoelektrischen Gleichungen wie folgt(
T = cE · S − e ·E ,
D = e · S + εS ·E .
(3.19)
Je nach Randbedingungen, Geometrie und Schwingungsmodus eines Resona-
tors mu¨ssen die richtigen piezoelektrischen Gleichungen gewa¨hlt werden.
3.1.4 Symmetrie und Matrixform des Tensors
Die elastische Steifigkeit und die elastische Nachgiebigkeit sind Tensoren der
vierten Stufe. Sie bestehen jeweils aus 81 Komponenten. Die piezoelektrischen
Koeffizienten sind Tensoren der dritten Stufe und bestehen jeweils aus 27 Kom-
ponenten. Die Spannung und Dehnung sind Tensoren der zweite Stufe und be-
stehen daher aus jeweils neun Komponenten. Die Anzahl der unabha¨ngigen
Parameter ist durch die Symmetrie der Tensoren und durch die Symmetrie der
Kristallgitter sehr stark verringert [51].
Intrinsische Symmetrie des Tensors
Alle Tensoren zeigen eine so genannte intrinsische Symmetrie, die von der
Struktur des Kristalls unabha¨ngig ist. Anhand der Gleichung (3.1) ist die Deh-
nung Sij gleich Sji. Die Indizes ij ko¨nnen also vertauscht werden, so dass
die Anzahl der unabha¨ngigen Komponenten auf sechs beschra¨nkt ist. A¨hnlich
ko¨nnen die Indizes ij der piezoelektrischen Tensoren dkij und ekij vertauscht
werden, so das ho¨chstens 18 Komponenten des Tensors unabha¨ngig sind.
Im Fall der Steifigkeit und Nachgiebigkeit gibt es nur 21 unabha¨ngige Kom-
ponenten, weil nicht nur die Indizes ij und kl der Tensoren cijkl und sijkl,
sondern auch die Paare der Indizes ij und kl selbst vertauscht werden ko¨nnen,
zum Beispiel:
cijkl = cjikl = cjilk = cijlk = cklij = · · · (3.20)
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Tabelle 3.1: Korrekturfaktor fu¨r die U¨berfu¨hrung der Dehnung Sij , der Steifigkeit sijkl
und des piezoelektrischen Koeffizienten dijk in die Matrixnotation.
λ, µ fkorr
λ und µ ≤ 3 1
entweder λ oder µ > 3 2
λ und µ > 3 4
Die abgeku¨rzte Matrixnotation der Tensoren nutzt die intrinsische Symmetrie
von Tensoren aus. Wenn die Indizes ij beziehungsweise kl vertauscht werden
ko¨nnen, wird fu¨r jede Kombination eine Nummer nach der folgenden Regel
zugeordnet [52]
11 → 1, 22 → 2, 33 → 3, 23,32 → 4, 31,13 → 5, 12,21 → 6. (3.21)
Um die physikalischen Relationen zwischen den Tensoren auch in der Matrixno-
tation schreiben zu ko¨nnen, mu¨ssen Korrekturfaktoren fu¨r die Matrixnotation
angewendet werden. Der Korrekturfaktor ist von der Stufe des Tensors, den
Indizes und anderen Faktoren abha¨ngig. Die Spannung T , der piezoelektrische
Koeffizient e und die elastische Steifigkeit c ko¨nnen ohne die Korrekturfaktoren
in eine abgeku¨rzte Form gebracht werden [50,52]:
Tij → Tλ, enij → enλ, cijkl → cλµ.
Die Dehnung S, der piezoelektrische Koeffizient d und die Nachgiebigkeit s
werden wie folgt transformiert:
fkorrSij → Sλ, fkorrdnij → dnλ, fkorrsijkl → sλµ,
wobei die Werte des Korrekturfaktors fkorr in der Tabelle 3.1 zusammengefasst
sind.
Symmetrie des Tensors aufgrund der Symmetrie des Kristalls
Die Anzahl der unabha¨ngigen Parameter ha¨ngt auch von der Symmetrie des
Kristalls ab. Wenn ein Kristall keinerlei Symmetrie aufweist, beispielsweise in
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einem triklinen System (die Punktgruppe 1), gibt es 21 Komponenten des Stei-
figkeitstensors, 18 Komponenten des piezoelektrischen Tensors und Sechs di-
elektrische Komponenten. Wenn die Symmetrie des Kristalls steigt, sinkt die
Anzahl der unabha¨ngigen Parameter. Bei ho¨chstmo¨glicher Symmetrie, in ku-
bischen Systemen (die Punktgruppe 23), gibt es nur drei Komponenten der
Steifigkeit, eine piezoelektrische Komponente und eine dielektrische Kompo-
nente.
Der Langasit hat eine trigonale Symmetrie und geho¨rt zur Punktgruppe 32. In
diesem Fall gibt es sechs Komponenten des Steifigkeitstensors, zwei Kompo-
nenten der piezoelektrischen Koeffizienten und zwei dielektrische Konstanten.
Die gesamte Matrix aller Komponenten"
C d
T
d ε
#
(3.22)
wird wie folgt dargestellt:26666666666666664
c11 c12 c13 c14 0 0 d11 0 0
c12 c11 c13 −c14 0 0 −d11 0 0
c13 c13 c33 0 0 0 0 0 0
c14 −c14 0 c44 0 0 d14 0 0
0 0 0 0 c44 c14 0 −d14 0
0 0 0 0 c14 c66 0 −2d11 0
d11 −d11 0 d14 0 0 ε11 0 0
0 0 0 0 −d14 −2d11 0 ε11 0
0 0 0 0 0 0 0 0 ε33
37777777777777775
, (3.23)
wobei c66 =
1
2
(c11 − c12) ist.
3.1.5 Steifigkeit und Nachgiebigkeit
Der in Gleichung (3.5) dargestellte Zusammenhang zwischen der Steifigkeit und
der Nachgiebigkeit kann in der abgeku¨rzten Matrixform geschrieben werden
[49]:
sij =
(−1)i+j ∆cij
∆c
, bzw. cij =
(−1)i+j ∆sij
∆s
(3.24)
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wobei ∆c die Determinante der Steifigkeit, ∆s die Determinante der Nachgie-
bigkeit, ∆cij die Determinante der Steifigkeit ohne die Zeile i und die Spalte j,
und ∆sij die Determinante der Nachgiebigkeit ohne die Zeile i und die Spalte j
sind.
3.2 Mechanische und elektrische Verluste
Die Admittanz eines verlustfreien Resonators ist bei der Resonanzfrequenz un-
endlich, ebenso sollte die Impedanz eines solchen Resonators bei der Anti-
resonanzfrequenz unendlich werden. In realen Systemen ist dies jedoch nicht
der Fall. Aufgrund der Viskosita¨t des Resonatormaterials ist eine akustische
Welle nach einer bestimmten Zeit vollsta¨ndig geda¨mpft. Auch elektrische Ver-
luste tragen zur Da¨mpfung bei, da die Leitfa¨higkeit von Langasit bei hochen
Temperaturen endlich ist. Die genannten Eigenschaften ko¨nnen mit Hilfe eines
physikalischen Modells eines Resonators beschrieben werden.
3.2.1 Leitfa¨higkeit und dielektrischer Koeffizient
Ein Kondensator besteht aus zwei elektrisch leitenden Platten und einem isolie-
renden Dielektrikum, welches sich zwischen den Platten befindet. Die Relation
zwischen dem elektrischen Feld und der elektrischen Flußdichte wird durch
Gleichung (3.6) ausgedru¨ckt.
Wenn das Dielektrikum kein perfekter Isolator ist, kommt es zu einem Ener-
gieverlust durch einen fließenden Strom. Um diesen Verlust beru¨cksichtigen zu
ko¨nnen, wird ein komplexer dielektrischer Koeffizient ε? eingefu¨hrt, der wie
folgt definiert ist
ε? = ε− j σ
ω
(3.25)
wobei σ die Leitfa¨higkeit des Dielektrikums und ω die Kreisfrequenz sind. Die
elektrische Impedanz eines Kondensators ha¨ngt von der Kreisfrequenz ω und
der verlustbehaltenden Kapazita¨t Cˆ ab. Sie ist gleich Z = (jωCˆ)−1. Folglich
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gilt:
Z = (jωCˆ)−1 = (jωε?
A
d
)−1 =
„
jωε
A
d
+ σ
A
d
«−1
. (3.26)
Der Kehrwert der Impedanz Z ist die Summe der folgenden Kehrwerte:
1
Z
=
„
1
jωC
«−1
+ R−1, (3.27)
wobei C die reine Kapazita¨t des Kondensators und R der Widerstand des
Dielektrikums sind. Gleichung (3.27) bedeutet, dass die elektrische Impedanz
eines Kondensators mit leitendem Dielektrikum der Impedanz eines RC-Gliedes
entspricht.
3.2.2 Steifigkeit und Viskosita¨t
In einem idealen Resonator sollte sich eine akustische Welle ohne jegliche
Da¨mpfung bewegen ko¨nnen. Bei einem realen Resonator zeigt sich, dass die Am-
plitude der Schwingung mit fortlaufender Zeit kleiner wird. Die Viskosita¨t, die
mit steigender Temperatur zunimmt, beschreibt die mechanische Da¨mpfung.
A¨hnlich wie beim dielektrischen Koeffizienten kann an dieser Stelle eine kom-
plexe Steifigkeit c? eingefu¨hrt werden:
c? = c + jωη = c(1 + jξ). (3.28)
Die Newtonsche Bewegungsgleichung unter Beru¨cksichtigung der Viskosita¨t,
lautet [50]:
ρ
∂2u
∂t2
= c
∂2u
∂x2
+ η
∂3u
∂x2∂t
=
„
c + η
∂
∂t
«
∂2u
∂x2
. (3.29)
Unter der Annahme, dass das elektrische Feld periodisch mit der Kreisfrequenz
ω schwingt, gilt ∂/∂t→ jω. Damit ergibt sich aus den Gleichungen (3.28) und
(3.29) die folgende Bewegungsgleichung:
ρ
∂2u
∂t2
= (c + jωη)
∂2u
∂x2
= c?
∂2u
∂x2
. (3.30)
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3.2.3 Piezoelektrischer Koeffizient
Der Imagina¨rteil des piezoelektrischen Koeffizienten entspricht der Phasenver-
schiebung zwischen dem elektrischen Feld und der mechanischen Bewegung.
Der komplexe piezoelektrische Koeffizient, kann genauso wie im Fall des di-
elektrischen Koeffizienten und der Steifigkeit wie folgt dargestellt werden
d? = d + jως = d(1 + jτ). (3.31)
Die physikalische Erkla¨rung dieses Koeffizienten ist nicht eindeutig. Sherrit [53]
und Smits [54] vermuten, dass die Verzo¨gerung zwischen dem elektrischen Si-
gnal und der mechanischen Reaktion durch die Bewegung der Doma¨nwa¨nde ver-
ursacht wird und klein bleibt. Es wird behauptet, dass in homogenen Langasit-
Einkristallen der Imagina¨rteil dieses Koeffizienten nahezu Null wird. Bei den
nachfolgenden Gleichungen wird dieser Parameter vernachla¨ssigt.
3.3 Messmethoden
Um die Materialparameter eines Resonators zu bestimmen, ko¨nnen un-
terschiedliche Messmethoden eingesetzt werden. Mit Hilfe des Puls-Echo-
Verfahrens ko¨nnen die Geschwindigkeiten der akustischen Wellen im Material
bestimmt werden. Dieses Verfahren ist aus technischen Gru¨nden nur fu¨r nied-
rige Temperaturen anwendbar. Das RUS2 Verfahren, welches vom Puls-Echo-
Verfahren abstammt, weist einen erweiterten Einsatzbereich auf. Der Langa-
sit wurde mit diesem Verfahren bis 500 K untersucht [55]. Das Puls-Echo-
Verfahren wurde benutzt, um die Steifigkeit von Langasit bei Raumtemperatur
zu ermitteln.
Mit Hilfe von Impedanzmessungen und des nachfolgenden Fits eines physikali-
schen Modells wurden die Materialparameter bestimmt. Dieses Verfahren kann
auch bei ho¨heren Temperaturen verwendet werden, solange das Material zu
Schwingungen angeregt werden kann. Da dieses Verfahren nur relativ unge-
2Resonant Ultrasound Spektroscopy
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naue Absolutwerte liefert, wurden die Materialdaten bei Raumtemperatur mit
Hilfe der Ergebnisse des Puls-Echo-Verfahrens kalibriert.
Die im Folgenden verwendeten Kristallschnitte folgen der IEEE-Notation, wel-
che im Anhang B beschrieben wird.
3.3.1 Puls-Echo-Verfahren
Prinzip
Zur Untersuchung der akustischen Eigenschaften der Materialien werden ha¨ufig
Ultraschallmethoden angewendet [22,52,56]. Ein Hochfrequenzimpulsgenerator
erzeugt HF-Impulse im Mikrosekunden-Zyklus. Diese werden mit einem Wand-
ler in eine akustische Welle umgewandelt, die sich dann in dem zu untersuchen-
den Material ausbreitet. Als Wandler wird normalerweise Quarz verwendet,
welcher gleichzeitig als Sender und Empfa¨nger dient. Die akustische Welle wird
an der gegenu¨berliegenden freien Oberfla¨che der Probe reflektiert und vom
Wandler zuru¨ck in elektrische Impulse umgewandelt. Der Zeitabstand te zwi-
schen dem Impuls und dem Echo wird gemessen. Mit der bekannten Laufstrecke
kann daraus die Wellengeschwindigkeit bestimmt werden. Um die Zeitabsta¨nde
zwischen den Impulsen und deren Echos genauer bestimmen zu ko¨nnen, wurde
nicht der Zeitabstand gemessen, sondern die Zyklusla¨nge des Impulsgenerators.
Diese wird so angepasst, dass das Echo von dem na¨chsten generierten Signal
u¨berdeckt wird. Diese Erweiterung des Puls-Echo-Verfahrens wurde von Papa-
dakis eingefu¨hrt [57].
Anhand der Frequenz νe, welche die Zyklusla¨nge bestimmt, wird die Wellenge-
schwindigkeit im Material berechnet
v = νe2d, (3.32)
wobei d die Dicke der Probe ist. Die exponentiell abfallende Amplitude des
Echos wird zur Bestimmung der Da¨mpfung verwendet.
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Abbildung 3.1: Prinzip der Puls-Echo Methode. Ein Hochfrequenzsignal aus einer HF-
Quelle (schwarz) und seine Echos (grau) werden registriert. Der Zeitabstand te zwischen
dem Signal und dem Echo wird gemessen, um die Wellengeschwindigkeit im Material zu
bestimmen.
Abbildung 3.2: Transversalwelle (links) und Longitudinalwelle (rechts) in einem elastischen
Medium. Im Fall einer Longitudinalwelle verschieben sich die Teilchen in der Richtung der
Ausbreitung, wobei bei einer Transversalwelle eine Verschiebung senkrecht zur Ausbrei-
tungsrichtung stattfindet.
Fu¨r ein nicht-piezoelektrisches Material wird die Wellengeschwindigkeit als
v =
r
ceff
ρ
(3.33)
definiert, wobei ceff die effektive Steifigkeit und ρ die Kristalldichte sind. Ei-
ne akustische Welle kann in einem elastischen Material entweder in Form ei-
ner Transversalwelle oder einer Longitudinalwelle u¨bertragen werden (siehe
Abb. 3.2). Zusa¨tzlich, je nach Kristallorientierung, a¨ndert sich die effektive
Steifigkeit: im Fall einer Longitudinallwelle in der X-Richtung ist die effektive
Steifigkeit gleich c11, in der Y-Richtung ist sie gleich c22 und in der Z-Richtung
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ist sie gleich c33. Durch zusa¨tzliche Verwendung der Transversalschwingung und
verschiedener Kristallorientierungen ko¨nnen alle Materialparameter bestimmt
werden. Im Fall eines piezoelektrischen Materials mu¨ssen elektrische Effekte
betrachtet werden. Es wird die Christoffel-Gleichung benutzt [50]˛˛˛˛
cEijklnjnl +
njnlnmnnemijenkl
nrεSrsns
− δikρv2
˛˛˛˛
= 0. (3.34)
Die Gro¨ße n ist der Einheitsvektor in Wellenrichtung.
3.3.2 Impedanzmessungen
Bei den Impedanzmessungen wird die elektrische Impedanz des Resonators in
der Na¨he seiner Resonanzfrequenz gemessen. Das gesamte Spektrum wird da-
nach mit einem physikalischen Modell gefittet. Die aus den Resonanzspektren
ermittelten Gro¨ßen liefern dabei Informationen, die zur Bestimmung der Ma-
terialparameter beno¨tigt werden. Unter der Voraussetzung von stabilen Elek-
troden kann dieses Verfahren prinzipiell bis zum Schmelzpunkt des Langasits
angewendet werden.
3.4 Verwendete Schwingungsmodi
Zur Bestimmung der mechanischen und piezoelektrischen Eigenschaften eines
Resonators mit einer trigonalen Symmetrie, der zur Punktgruppe 32 geho¨rt,
sind mehrere Kristallschnitte und Schwingungsmodi zu beachten [11] (sieh
Abb. 3.3):
La¨ngenschwingung
Je nach Schnittorientierung ha¨ngt die La¨ngenschwingung von unter-
schiedlichen Parametern ab. Die Kristallschnitte ko¨nnen so ausgewa¨hlt
werden, dass bis zu vier unterschiedliche Nachgiebigkeitskomponenten
und zwei piezoelektrische Koeffizienten bestimmt werden ko¨nnen.
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Abbildung 3.3: Die optimalen Geometrien der Proben, die zur Bestimmung der Mate-
rialparameter angewendet werden mu¨ssen [11, 50]. Die vier Sta¨bchen liefern u¨ber die
La¨ngenschwingung Informationen u¨ber die fu¨nf Nachgiebigkeitskomponenten und die zwei
piezoelektrischen Koeffizienten. Dabei werden die (XY) und (ZY) Schnitte zur Bestim-
mung der zwei dielektrischen Koeffizienten verwendet. Der (YZ) Schnitt entkoppelt die
zwei Nachgiebigkeitskomponenten s44 und s13 (mit Hilfe einer Fla¨chenscherschwingung)
und fu¨hrt zur Bestimmung der Nachgiebigkeit s12 (mit Hilfe der Dickenscherschwingung).
Scherschwingung
Scherschwingung eines (YZ) Resonators ist durch die Steifigkeit c66 und
den piezoelektrischen Koeffizienten e26 festgelegt. Die Bestimmung weite-
rer Scherkoeffizienten, wie z. B. c44 oder c55, ist mittels der Scherschwin-
gung unmo¨glich, da der Langasit in Z-Richtung keine Piezoelektrizita¨t
zeigt. Anhand der Steifigkeit c66 kann auch eine Nachgiebigkeitskompo-
nente bestimmt werden. Bei den Proben mit anderen Kristallorientierun-
gen ko¨nnten zusa¨tzliche Schwingungsmodi auftreten und den Grundton
”
verrauschen“.
Fla¨chenscherschwingung
Mit Hilfe der Fla¨chenscherschwingung ko¨nnen die Nachgiebigkeitskoeffi-
zienten s44 bzw. s55 ermittelt werden.
Diese Schwingungsmodi werden im folgenden na¨her beschrieben werden.
38
3.4 Verwendete Schwingungsmodi
Abbildung 3.4: La¨ngen-Schwingung eines (XYt) 0° Resonators
3.4.1 La¨ngenschwingung
Die La¨ngenschwingung kann zur Bestimmung der Komponenten des Nachgie-
bigkeitstensors sij verwendet werden, der eine lineare Verformung des Resona-
tors beschreibt. Im Fall von Langasit sind aufgrund der Symmetrie des Tensors
die Komponenten s11, s33, s13, s14 und s44 zu bestimmen, wobei die Kom-
ponenten s13 und s44 gekoppelt sind. Das hier dargestellte Modell ist eine
Erweiterung des Modells eines idealen Resonators [49].
Angenommen wird ein stabfo¨rmiger Resonator (siehe Abb. 3.4) mit der La¨nge l
und Elektroden senkrecht zur La¨nge. Da die Breite w und die Dicke a des Reso-
nators deutlich kleiner als die La¨nge sind, kann er zu einer La¨ngenschwingung
angeregt werden. Das Verhalten kann mit einem eindimensionalen Modell an-
gena¨hert werden, in dem die Richtungen x1 und x3 außer Acht gelassen wer-
den ko¨nnen. Da der Resonator sich ungehindert in der x2-Richtung ausdehnen
kann, wird die Spannung T als unabha¨ngige Variable gewa¨hlt. Dabei wird auch
das elektrische Feld als unabha¨ngige Variable betrachtet. Die Spannung ist nur
in der Schwingungsrichtung wirksam, das heißt T1 = T3 = T4 = T5 = T6 = 0
(Matrix-Schreibweise). An den Elektrodenfla¨chen gilt fu¨r das elektrische Poten-
zial E2 = E3 = 0. Da die Dicke des Resonators sehr gering ist, gilt E2 = E3 = 0
fu¨r das gesamte Volumen. Unter diesen Voraussetzungen nehmen die piezoelek-
trischen Gleichungen die folgende Form an:(
S2 = s
E
22T2 + d12E1,
D1 = d12T2 + ε
T
11E1,
(3.35)
wobei die Dehnung S2 gleich ∂u2/∂x2 ist. Um die Schreibweise zu vereinfachen
werden in den weiteren Gleichungen die Indizes fu¨r die Nachgiebigkeit bei ei-
nem konstanten elektrischen Feld sE und der dielektrische Koeffizient bei einer
konstanten mechanischen Spannung εT weggelassen. Mit dem Kopplungsfaktor
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k212 =
d212
s22ε11
, (3.36)
und nach entsprechender Umformung, ergeben sich die folgenden piezoelektri-
schen Gleichungen8><>:
T2 =
1
s22
∂u2
∂x2
− d12
s22
E1
D1 =
d12
s22
∂u2
∂x2
+ ε11(1− k212)E1.
(3.37)
Diese piezoelektrischen Gleichungen sind nur im Fall eines idealen Resonators
erfu¨llt. Es mu¨ssen jedoch elektrische und mechanische Verluste betrachtet wer-
den. Anstelle des piezoelektrischen Koeffizienten d12 wird nach Gleichung (3.31)
ein komplexer Koeffizient d?12 verwendet. Die dielektrische Konstante ε11 wird
durch die komplexe Konstante ε?11 nach Gleichung (3.25) ersetzt. Die elasti-
sche Nachgiebigkeit s22 wird zuna¨chst durch
1
s
∼ c ersetzt3, und weiterhin
nach Gleichung (3.28) durch einen komplexen mechanischen Koeffizienten c?
wie folgt ersetzt:
1
s22
+ jωη ≡ c + jωη ≡ c (1 + jξ) = c?. (3.38)
Die piezoelektrischen Gleichungen, welche die Verluste im Material
beru¨cksichtigen, lauten wie folgt:8><>:
T2 = c
? ∂u2
∂x2
− d?12c?E1,
D1 = d
?
12c
? ∂u2
∂x2
+ ε?11(1− k2)E1,
(3.39)
wobei der Kopplungsfaktor k2 unter Beru¨cksichtigung der Verluste k212 ent-
spricht:
k2 =
(d?12)
2c?
ε?11
. (3.40)
3Trotz dieser Na¨herung ist die Gleichwertigkeit s22 = 1/c22 nicht gegeben, weil sowohl
s22 als auch c22 Komponenten der Tensoren sind! Es gilt folgende Relation zwischen
den Tensoren: C = S−1.
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Die Bewegungsgleichung ∂T/∂x = ρ ∂2u/∂t2 la¨sst sich wie folgt ausdru¨cken:
ρ
∂2u2
∂t2
= c?
∂2u2
∂x22
− d?12c? ∂E1
∂x2
, (3.41)
wobei E1 von x2 unabha¨ngig ist. Unter Annahme einer harmonischen Schwin-
gung mit E1 = E0e
jωt, folgt ∂/∂t→ jω. Damit erha¨lt man die folgende Bewe-
gungsgleichung:
c?
∂2u2
∂x22
+ ω2ρu2 = 0 (3.42)
mit einer allgemeinen Lo¨sung fu¨r die Verschiebung u2 [49]:
u2 =
„
A sin
„
ωx2
√
ρ√
c?
«
+ B cos
„
ωx2
√
ρ√
c?
««
ejωt. (3.43)
Da keine Spannung an den freien Fla¨chen senkrecht zur x2-Achse in diesem
Schwingungsmodus auftreten kann, muss die Randbedingung T2 = 0 fu¨r x2 = 0
und x2 = l erfu¨llt sein. Damit ergibt sich aus den Gleichungen (3.39) und (3.43)
A =
d?12
√
c?E0
ω
√
ρ
, B = A
 
cot
„
lω
√
ρ√
c?
«
−
„
sin
„
lω
√
ρ√
c?
««−1!
. (3.44)
Der Strom I, der durch einen Resonator fließt, berechnet sich wie folgt
I = w
Z l
0
∂D1
∂t
dx2, (3.45)
und die elektrische Spannung V lautet wie folgt
V =
Z a
0
E1dx1. (3.46)
Anhand der Gleichungen (3.37), (3.43), (3.44), (3.45) und (3.46) lautet die
Admittanz eines Resonators wie folgt
Y =
1
Z
=
I
V
= jω
lw
a
ε?11

1− k2 + k2 2
√
c?
lω
√
ρ
tan
„
lω
√
ρ
2
√
c?
«ff
. (3.47)
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Abbildung 3.5: Dickenscherschwingung
Mit den Abku¨rzungen
α =
lω
√
ρ√
c?
(3.48)
und
C0 = ε
?
11
lw
a
(3.49)
vereinfacht sich die Gleichung (3.47) zu
Y = jωC0

1− k2 + k2 2
α
tan
“α
2
”ff
. (3.50)
Wenn die Verluste vernachla¨ssigt werden ko¨nnen, entspricht die Glei-
chung (3.50) der Admittanz des entsprechenden Resonators die von Mason
berechnet worden ist [49].
3.4.2 Dickenscherschwingung
Die Dickenscherschwingung wird zur Bestimmung der Scherungskomponente
c66 ausgenutzt. Wenn die Dicke des Resonators deutlich kleiner als die ande-
ren Dimensionen ist, kann ein eindimensionales Modell zur Beschreibung der
Schwingung angewendet werden. Dadurch verschwinden die Ableitungen in den
zur Y-Achse orthogonalen Richtungen.
Angenommen wird ein (YZ) Resonator mit einer Dicke a (siehe Abb. 3.5). Die
kreisfo¨rmigen Elektroden befinden sich in der Mitte der Y-Fla¨chen des Reso-
nators. Dadurch verlaufen die elektrischen Feldlinien parallel zur Y-Achse nur
im Bereich der Elektroden. Auf den Randbereich wirkt kein elektrisches Feld,
so dass die beiden Y-Fla¨chen quasi eingespannt sind. Daher wird die Dehnung
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S als unabha¨ngige Variable gewa¨hlt. Das elektrische Feld wird auch als un-
abha¨ngige Variable betrachtet. Zusa¨tzlich wird angenommen, dass die Elektro-
denbeschichtung nur einen sehr geringen Einfluss auf die Resonanzfreqzenz hat,
da die Elektrodendicke deutlich kleiner als die Dicke des Resonators ist. Unter
diesen Bedingungen lauten die piezoelektrischen Gleichungen des Resonators
wie folgt [49, 58]
T6 = c
E
66
∂u1
∂x2
+ e26
∂φ
∂x2
,
D2 = e26
∂u1
∂x2
− ε22 ∂φ
∂x2
.
(3.51)
A¨hnlich wie bei der La¨ngenschwingung, wird an dieser Stelle die Da¨mpfung in
Form einer Viskosita¨t η eingefu¨hrt:
T6 = c66
∂u1
∂x2
+ η
∂2u1
∂x2∂t
+ e26
∂φ
∂x2
,
D2 = e26
∂u1
∂x2
− ε22 ∂φ
∂x2
.
(3.52)
Die Bewegungsgleichung und die Maxwellgleichung fu¨r die elektrische Verschie-
bung lauten wie folgt
∂T6
∂x2
= ρ
∂2u1
∂t2
,
∂D2
∂x2
= 0.
(3.53)
Unter Annahme einer harmonischen Schwingung mit ejωt gilt ∂/∂t → jω.
Damit fu¨hren die Gleichungen (3.52) und (3.53) zu den folgenden Differential-
gleichungen„
cE66 +
e226
ε22
+ jωη
«
∂2u1
∂x22
+ ω2ρu1 = 0,
e26
∂2u1
∂x22
− ε22 ∂
2φ
∂x22
= 0.
(3.54)
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Die Viskosita¨t η und die piezoelektrisch versta¨rkte Steifigkeit c + e
2
ε
ko¨nnen
a¨hnlich wie in Gleichung (3.38) durch eine komplexe Materialkonstante c? er-
setzt werden
cE66 +
e226
ε22
+ jωη ≡ cD66 + jωη ≡ cD66(1 + jξ) = c?. (3.55)
Anhand der Differentialgleichung
c?
∂2u1
∂x22
+ ω2ρu1 = 0 (3.56)
und unter der Annahme eines harmonisch schwingenden elektrischen Feldes
kann man eine allgemeine Lo¨sung angeben
u1 =
„
A sin
„
ωx2
√
ρ√
c?
«
+ B cos
„
ωx2
√
ρ√
c?
««
ejωt. (3.57)
Anhand des elektrischen Teiles der Gleichung (3.54) wird das elektrische Po-
tential berechnet
∂2φ
∂x22
=
e26
ε22
∂2u1
∂x22
und φ =
ZZ „
e26
ε22
∂2u1
∂x22
«
dx22. (3.58)
Aus den Gleichungen (3.57) und (3.58) kann man ein Potential φ berechnen
φ =
»
e26
ε22
„
A sin
„
ωx2
√
ρ√
c?
«
+ B cos
„
ωx2
√
ρ√
c?
««
+ Cx2 + D
–
ejωt, (3.59)
und anhand Gleichung (3.52) kann man die Spannung T6 und die dielektrische
Verschiebung D2 berechnen
T6 =
»
c?
ω
√
ρ√
c?
„
A cos
„
ωx2
√
ρ√
c?
«
−B sin
„
ωx2
√
ρ√
c?
««
+ Ce26
–
ejωt,
D2 = −ε22Cejωt.
(3.60)
In diesem Gleichungssystem gibt es vier unbekannte Variablen. Daher mu¨ssen
vier Randbedingungen gefunden werden, um die Gleichungen eindeutig zu
lo¨sen:
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1. An der Kristalloberfla¨che ist die Spannung gleich Null:
 T6(x2 = 0) = 0,
 T6(x2 = a) = 0.
2. Das elektrische Potential an beiden Elektroden wird wie folgt definiert:
 φ(x2 = 0) = φ0e
jωt,
 φ(x2 = a) = −φ0ejωt.
Unter Beru¨cksichtigung dieser Bedingungen lassen sich die Parameter A, B, C
und D bestimmen
A =
2e26ε22φ0
c?ε22kqa− 2e226 tan
h
kqa
2
i ,
B =
2e26ε22φ0
2e226 − c?ε22kqa cot
h
kqa
2
i ,
C = − 2c
?ε22kqφ0
c?ε22kqa− 2e226 tan
h
kqa
2
i ,
D =
c?ε22kqφ0a
c?ε22kqa− 2e226 tan
h
kqa
2
i ,
(3.61)
wobei kq gleich ω
p
ρ/c? ist.
Der elektrische Strom, der durch einen Resonator fließt, la¨sst sich durch die
Elektrodenfla¨che Ae und die elektrische Verschiebung D2 ausdru¨cken:
I =
∂
∂t
Z
D2dAe = −jωε22AeCejωt. (3.62)
Das elektrische Potential lautet U = 2φ0e
jωt. Die Impedanz eines Resonators
ergibt sich anhand dieser Gleichungen wie folgt:
Z = U/I = − 2φ0
jωε22AeCejωt
(3.63)
und daraus
Z =
a
jωε22Ae
„
1− k2t 2
α
tan
“α
2
”«
, (3.64)
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l U
Abbildung 3.6: Die Fla¨chenscherschwingung
wobei α = ωa
p
ρ/c? ist. Der Faktor k2t ist wie folgt definiert
k2t =
e226
c?ε22
. (3.65)
3.4.3 Fla¨chenscherschwingung
Die bisher diskutierten Schwingungsmodi ko¨nnen zur Bestimmung der Sche-
rungskomponenten s44 und s55 nicht angewendet werden. Diese Moden wu¨rden
Resonatorschnitte beno¨tigen, bei denen die Kristalle der Punktgruppe 32 kei-
ne piezoelektrische Eigenschaften zeigen. Um diese Scherungskomponenten zu
bestimmen, muss ein Resonator zur Fla¨chenscherschwingung angeregt werden.
In diesem Schwingungsmodus dehnt sich die Oberfla¨che des Resonators senk-
recht zur Richtung des elektrischen Feldes (siehe Abb. 3.6). Da diese Schwin-
gung ein zweidimensionales Modell erfordert, wird hier nur zusammenfassend
die Na¨herung der Lo¨sung nach [50,59,60] fu¨r die Resonanzfrequenz dargestellt.
Fu¨r einen (YZ) Resonator mit der Kantenla¨nge l und der Dichte ρ ist die
Resonanzfrequenz gleich
fr =
κ∆
pil
s
1
ρsE55
, (3.66)
wobei κ eine Lo¨sung der trigonometrischen Gleichung tanκ+κ = 0, und damit
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ungefa¨hr κ ∼= 2,0288 ist. ∆ ist ein Korrekturfaktor, der gleich
∆ = 1− 1
2κ
„
κ2 − 2
κ2 + 2
«3/2s
sE11 + s
E
33
2sE55
(3.67)
ist.
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4 Messungen und Ergebnisse
Die Langasitproben wurden mit Hilfe des Czochralski-Verfahrens im Institut
fu¨r Kristallzu¨chtung (IKZ, Berlin) hergestellt [13]. Die Ausgangsstoffe La2O3,
Ga2O3 und SiO2 (Reinheit 4N) wurden im sto¨chiometrischen Verha¨ltnis ge-
mischt und kalziniert. Danach wurde das Material erhitzt und aus einem Ir-
Tiegel mit einer Geschwindigkeit von 1,5 mm/h gezogen. Um die Verdampfung
des Galliumoxides zu minimieren, erfolgte die Herstellung in einer N2–2 % O2–
Atmospha¨re.
Die in der Tabelle 4.1 dargestellten Ergebnisse der analytischen Verfahren
WDX-Analyse1 und quantitative ICP2 haben die Zusammensetzung des Lan-
gasits entsprechend der Summenformel besta¨tigt. Es wurden lediglich klei-
nere Abweichungen der Galliumkonzentration beobachtet. Die Ursache der
sto¨chiometrischen Abweichungen der Zusammensetzung ist die Tendenz des
Galliumsuboxides Ga2O bei ho¨heren Temperaturen zu verdampfen [9,18,19,23].
Um diesen Effekt zu minimieren, wird u¨blicherweise ein U¨berschuss von ca. 2%
Ga2O3 verwendet.
1engl. Wavelength Dispersive X-ray, Wellenla¨ngendispersive
Ro¨ntgenmikrobereichsanalyse
2engl. Inductively Coupled Plasma emmision spectrometry, induktiv gekoppelte
Plasma-Emmisionsanalyse
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Tabelle 4.1: Zusammensetzung der verschiedenen Langasitproben bestimmt mittels ICP-
und WDX-Analysen und die berechnete Zusammensetzung eines perfekten La3Ga5SiO14
Kristalls. Die Ergebnisse sind in Gew.-% dargestellt.
Probe
%La %Ga %Si %O
ICP WDX ICP WDX ICP WDX WDX
IKZ 41,08 40,71 33,68 33,80 2,83 2,72 22,08
Axtal 41,07 40,39 33,68 33,59 2,74 2,81 19,19
Fukuda 41,40 40,55 33,53 33,89 2,80 2,79 19,04
Mitsubishi 41,39 39,79 33,93 33,86 2,78 2,78 21,67
Mittelwert 41,23 40,36 33,71 33,78 2,79 2,77 20,49
Berechnet LGS 40,96 34,26 2,76 22,02
4.1 Diffusionsexperimente
4.1.1 Sauerstoff
Um die Sauerstofftransportmechanismen in Langasit zu untersuchen, wurde der
Diffusionskoeffizient von Sauerstoff in Langasit sowohl in Einkristallen als auch
in polykristallinem Material bestimmt. Die Messungen an den Einkristallen
lieferten Informationen u¨ber die Volumendiffusion. Dem gegenu¨ber resultierten
aus den Messungen am polykristallinen Material getrennte Information u¨ber
Volumen- und Korngrenzendiffusion.
Die polykristallinen Proben sind von H. Seh, MIT, pra¨pariert worden.
Sto¨chiometrische Mengen von Galliumoxid, Lanthanoxid und Siliziumoxid wur-
den gemischt und danach in der Kugelmu¨hle gemahlen. Das Pulver wurde da-
nach zu Tabletten gepresst und im Ofen bei 1450 °C fu¨r 10 Stunden gesintert.
Weiterhin wurden Tabletten mit 1 mol-% Sr und 5 mol-% Nb Dotierungen
pra¨pariert. XRD-Analysen haben besta¨tigt, dass es sich bei den Proben um
Langasit handelt [33].
Die Proben wurden einseitig poliert und danach in synthetischer Luft geglu¨ht.
Da die Diffusion des Sauerstoffs ein langsamer Prozess ist, mussten die Proben
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Tabelle 4.2: Abgescha¨tzte charakteristische Diffusionsla¨ngen fu¨r Langasitproben bei unter-
schiedlichen Temperaturen: 500 µm dicker Einkristall und Polykristall mit 3 µm Korngro¨ße.
In den jeweiligen Zeiten kann der Sauerstoff fu¨r t mit x = 2
√
Dt (mit dem Diffusionsko-
effizient aus Tabelle 4.3) durch eine Probe diffundieren. Die optimalen Glu¨hzeiten fu¨hren
zu einer fu¨r SIMS-Messungen gu¨nstigen Eindringtiefe von 0,5 µm.
Temperatur Einkristall Polykristall Optimale Glu¨hzeit
400 °C 1972 Jahre 7 Jahre 72 Tage
600 °C 3 Jahre 100 Tage 4 Tage 8 Std 2 Std 53 Min
800 °C 69 Tage 6 Std 10 Min
1200 °C 16 Std 40 Min 3 Min 36 Sek —
bei 1200 °C vorgeglu¨ht werden um das Gleichgewicht des Sauerstoffs im Kris-
tall zu erhalten. Um die Diffusionskoeffizienten einscha¨tzen zu ko¨nnen, wurden
die Vorexperimente durchgefu¨hrt. Bei einem Diffusionskoeffizienten D ergibt
sich eine charakteristische Diffusionstiefe der Teilchen innerhalb der Zeit t von
2
√
Dt. Die erforderlichen Vorglu¨hzeiten fu¨r einkristalline und polykristalline
Proben sind in Tabelle 4.2 zusammengefasst. Nach der Vorglu¨hung wurden
die Proben bei unterschiedlichen Temperaturen in 18O2 (mit 85% Anteil von
18O2 und 15% Anteil von
16O2) bei 210 mbar geglu¨ht und mit Hilfe eines
Sekunda¨rionen-Massenspektrometers (SIMS) untersucht. Um Aufladungseffek-
te zu vermeiden, wurden die Proben mit einer 40 nm Goldschicht versehen.
Der O−-Prima¨rstrahl des Massenspektrometers wird in einem elektrischen Feld
von 5 kV beschleunigt und das Material auf einer Fla¨che von 250 × 250 µm2
abgesputtert. Die Sekunda¨rionen wurden danach in einem Feld von 5 kV be-
schleunigt. Mit Hilfe des Massenfilters wurden die Ionen nach ihren Verha¨ltnis
von Masse/Ladung getrennt und mit einem Elektronenmultiplier als Detek-
tor quantitativ ausgewertet. So erha¨lt man ein Tiefenprofil der Stoffkonzen-
trationen. Um Sputtereffekte an den Kraterwa¨nden auszublenden, wurde der
analysierte Bereich elektronisch auf 150 × 150 µm2 beschra¨nkt. Ein typisches
Diffusionsprofil in polykristallinem Langasit ist in Abb. 4.1 dargestellt.
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Abbildung 4.1: Normiertes Sauerstofftiefenprofil des polykristallinen Langasits der nach
[62] zur Bestimmung des Volumendiffusionskoeffizienten angewendet werden kann.
Polykristalliner Langasit
Der Diffusionsprozess in polykristallinem Langasit findet nicht nur im Volumen
der Ko¨rner, sondern auch an den Korngrenzen statt. Deshalb sind die in den
Gleichungen (C.8) und (C.11) dargestellten Lo¨sungen des Fickschen Gesetzes
zur Bestimmung des Diffusionskoeffizienten in homogenen Materialien nicht
anwendbar.
Anhand der Untersuchungen von Le Claire [61] ergab sich, dass eine Potenzie-
rung der Tiefenskala mit 6/5 zu einer Linearisierung des Profils im Bereich der
Korngrenzendiffusion fu¨hrt. Aus dem Anstieg dieser Geraden kann der Korn-
grenzendiffusionskoeffizient berechnet werden (vgl. Abb. 4.1).
Um den Volumendiffusionskoeffizienten zu berechnen, wurde das Verfahren von
P. Fielitz angewendet [62]. Die Proben wurden zerteilt, in Flusssa¨ure gea¨tzt und
danach mit einem Elektronenmikroskop untersucht. Ein Querschliff des Lan-
gasits ist in Abb. 4.2a dargestellt. Nach der Bearbeitung eines solchen Bildes
mit Hilfe eines pixelorientierten Grafikprogramms erha¨lt man einen trassier-
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(a) (b)
Abbildung 4.2: Querschnitt durch polykristallinen Langasit (a) und trassierter Querschnitt
zur Berechnung der Korngrenzenla¨nge (b).
teren Querschnitt (Abb. 4.2b). Anhand dessen kann die Korngrenzenla¨nge l
bestimmt werden. Aus der Korngrenzenla¨nge und der Fla¨che des Bildes A wird
die Korngrenzendichte nach folgender Formel bestimmt:
λ =
l
A
. (4.1)
Mit dieser Gro¨ße kann der Volumendiffusionskoeffizient dann bestimmt werden,
wenn der Korngrenzendiffusionskoeffizient deutlich gro¨ßer als der Volumendif-
fusionskoeffizient ist. Im Fall des polykristallinen Langasit ist eine Korngren-
zendichte von λ = (0,7± 0,1) µm−1 bestimmt worden.
Die Gerade, die in Abb. 4.1 der Korngrenzendiffusion entspricht, kann bis auf
x = 0 extrapoliert werden, um den Beitrag der Konzentration von der Korn-
grenzendiffusion, c0b , zu ermitteln. Anhand von c
0
b , der Konzentration des Tra-
cers in der Gasphase cg, der Korngrenzendichte λ und der Diffusionszeit t kann
der Volumendiffusionskoeffizient Dv mit Hilfe der folgenden Gleichung berech-
net werden [62]:
c0b ∼= 0,9cgλ2
√
Dvt. (4.2)
Aufgrund der zu großen Porosita¨t des Materials konnte der Diffusionskoeffizi-
ent des Sauerstoffs in 5 mol-% Nb dotiertem Langasit nicht bestimmt werden.
Auch nach sehr geringen Glu¨hzeiten wurde die Sa¨ttigung der Probe mit dem
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Abbildung 4.3: Diffusionskoeffizient von Sauerstoff in undotierten und Sr-dotierten poly-
kristallinen Langasit in einer Arrhenius-Darstellung.
Sauerstoff beobachtet. Die Diffusionskoeffizienten fu¨r undotierten und 1 mol-%
Sr-dotierten Langasit sind in Abb. 4.3 dargestellt. In dieser Darstellung ha¨ngt
der Logarithmus des Diffusionskoeffizienten linear vom Kehrwert der Tempe-
ratur T ab:
D(T ) = D0 · e−EA/(k·T ), (4.3)
wobei D0 ein Vorfaktor, EA die Aktivierungsenergie und k die Boltzmann-
Konstante sind. Im Fall des undotierten Langasits wurden auf Grund der offe-
nen Poren nur wenige Messpunkte ermittelt. Die Ergebnissen befinden sich in
Tabelle 4.3 auf Seite 55.
Einkristallinen Langasit
Ein vergleichbarer experimenteller Ablauf wie bei polykristallinem Langasit
wurde auch bei LGS-Einkristallen gewa¨hlt. Die einseitig polierten Proben wur-
den in synthetischer Luft bei 1200 °C geglu¨ht, damit sich ein Gleichgewicht
einstellt. Danach wurden die Proben bei entsprechenden Temperaturen in
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Abbildung 4.4: Diffusionskoeffizienten von Sauerstoff in undotierten Langasiteinkristallen
und praseodym- und strontiumdotierten Langasiteinkristallen.
210 mbar 18O2 geglu¨ht. Im Anschluss daran wurden die Proben mit Hilfe
der SIMS untersucht. Im Gegensatz zu den polykristallinen Proben ko¨nnen
die Diffusionsprofile mit der analytischen Lo¨sung des Fickschen Gesetzes unter
Hinzunahme des Oberfla¨chenaustauschkoeffizienten aus der Gleichung (C.11)
gefittet werden.
Die Diffusionskoeffizienten unterschiedlicher Langasitproben sind in Tabelle 4.3
Tabelle 4.3: Diffusionskoeffizienten des Sauerstoffs im Langasit im Temperaturbereich von
500 °C bis 1000 °C.
Probe EA (eV) D0 (cm
2/s)
Polykristalliner LGS 1,55 1,33× 10−6
Polykristalliner LGS 1% Sr 1,10 7,40× 10−7
Einkristalliner LGS 1,42 5,22× 10−10
Einkristalliner LGS 1% Pr 1,19 5,73× 10−7
Einkristalliner LGS 1% Pr, H2 getempert 1,12 2,22× 10−7
Einkristalliner LGS 1% Sr 1,48 6,13× 10−6
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Abbildung 4.5: Konzentrationsprofil nach dem Gallium-Implantationsprozess.
zusammengefasst. Die Temperaturabha¨ngigkeit dieser Koeffizienten im Form
einer Arrhenius-Relation ist in Abb. 4.4 dargestellt.
4.1.2 Galliumdiffusion
Die Bestimmung des Galliumdiffusionskoeffizienten im Langasit liefert Infor-
mationen u¨ber den mo¨glichen Beitrag von Gallium zum Ladungstransport und
die Stabilita¨t des Langasits bei ho¨heren Temperaturen.
In einseitig polierte Langasitproben wurde im Institut fu¨r Kernphysik in Frank-
furt am Main 71Ga implantiert. Aus einer GaAs-Quelle wurden Gallium- und
Arsenionen mit Hilfe eines Neon-Plasmas erzeugt und in einem elektrischen
Feld von 50 kV beschleunigt und in einem Massenfilter getrennt. Dort wur-
den die 71Ga Ionen extrahiert und auf die Probe gelenkt. Die mit Gallium
implantierte Fla¨che betrug 1×1 cm2. Um eine Aufladung des Langasits zu ver-
meiden, wurden die Proben wa¨hrend des Prozesses mit Elektronen bestrahlt.
Innerhalb eines Implantationsprozesses, der jeweils 30 Minuten dauerte, wur-
den 8× 1016 Ionen pro Quadratzentimeter implantiert.
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Abbildung 4.6: Simulation der Implantationsprofils von Gallium im Langasit mit Hilfe des
Programms
”
T-DYN“.
Der Implantationsprozess wurde mit Hilfe des Programms
”
T-DYN“ simu-
liert [63], um die Implantationstiefe zu berechnen. Die Ergebnisse dieser Simu-
lation zeigten, dass die Penetrationstiefe von Gallium ungefa¨hr 40 nm betra¨gt.
Zur Festlegung der Diffusionszeiten bzw. Diffusionstemperaturen wird ein An-
haltspunkt fu¨r den Diffusionskoeffizienten beno¨tigt. In der Literatur konnten
keine Daten gefunden werden, so dass Vorversuche erforderlich waren. Die im-
plantierten Proben wurden in kleinere Teile (2×3 mm2) geschnitten. Bei den
Vorversuchen wurden sowohl sehr kurze als auch sehr lange Glu¨hzeiten bei
Temperaturen zwischen 800 °C und 1000 °C gewa¨hlt. Bei jeder Temperatur
wurden mindestens zwei Glu¨hungen durchgefu¨hrt, damit ein Diffusionsprozess
beobachtet werden konnte. Anhand dieser Daten wurden die Glu¨hzeiten fu¨r die
eigentlichen Diffusionsexperimente bestimmt und optimiert.
Die Konzentrationsprofile wurden mit Hilfe der SIMS gemessen. Um eine hin-
reichende Tiefenauflo¨sung im Implantationsbereich zu erreichen, wurde der
Prima¨rionenstrahl auf nur 20 nA eingestellt. Die Intensita¨ten der gemesse-
nen Ionen wurden danach auf die natu¨rlichen Konzentrationen der Elemente
im Volumen des Langasits (unter 1 µm Tiefe) normiert. Ein typisches Ga-
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Implantationsprofil in Langasit ist in Abb. 4.5 dargestellt. Abb. 4.6 stellt ein
simuliertes Konzentrationsprofil nach der Galliumimplantation dar. Das Ma-
ximum der 71Ga-Konzentration liegt jedoch bei unterschiedlichen Tiefen. Es
ergeben sich 20 µm im Fall des gemessenen und 30 µm im Fall des simulierten
Profils. Die Ursache der kleineren Dynamik des Galliumsignals und der kleine-
ren Eindringtiefe ko¨nnen die Aufladungseffekte bei der SIMS-Messung sein.
Im Fall dieser Messungen konnte die analytische Lo¨sung des Fickschen Ge-
setzes nicht verwendet werden. Der Implantationsprozess fu¨hrt zur Zersto¨rung
des Kristallgitters. Dadurch werden die Diffusionsvorga¨nge aller Elemente im
Implantationsbereich vera¨ndert.
Aus diesem Grund wurde hier die numerische Lo¨sung des zweiten Fickschen
Gesetzes (Anhang C.3) angewendet. Dafu¨r werden zwei Diffusionskoeffizienten
angenommen (siehe Abb. 4.7):
 DIm fu¨r den implantierten Bereich, in dem das Kristallgitter zersto¨rt ist,
 DGa fu¨r den tieferliegenden Bereich darunter.
Da viele galliumhaltige Materialien bei ho¨heren Temperaturen zum Verlust von
Gallium neigen, wurde zusa¨tzlich ein Oberfla¨chenaustausch beru¨cksichtigt. Die
Stromdichte an der Oberfla¨che ergibt sich zu
js = −k(c0 − c), (4.4)
wobei c0 die Konzentration des Galliums in der Gasphase, c die Kon-
zentration des Galliums an der Probenoberfla¨che und k der Ober-
fla¨chenaustauschkoeffizient sind.
Unter Beru¨cksichtigung dieser Randbedingungen und mit Hilfe einer selbst
entwickelten Simulationssoftware wurde der Diffusionsprozess des Galli-
ums im Langasit wie im Anhang C.3 beschrieben simuliert. Mittels des
Simplex-Verfahrens [64] wurde der Diffusionskoeffizient des Galliums bestimmt
(Abb. 4.8). Die im Temperaturbereich von 750 °C bis 1000 °C berechnete
Aktivierungsenergie ist gleich EA = 3,13 eV und der Vorfaktor ist gleich
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Abbildung 4.7: Schematische Darstellung der Gallium-Implantationsprofile vor und nach
der Glu¨hung. Aufgrund einer hohen Galliumdosis wurde das Kristallgitter zersto¨rt. Da-
her mussten zwei unterschiedliche Diffusionskoeffizienten verwendet werden, einer fu¨r das
zersto¨rte Kristallgitter und einer fu¨r das Volumen der Probe.
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Abbildung 4.8: 71Ga Implantationsprofil vor (gefu¨llte Symbole) und nach der Glu¨hung
(offene Symbole). Die Linie entspricht der Simulation.
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Abbildung 4.9: Diffusionskoeffizient des 71Ga Isotops in Langasit.
D0 = 9,13 × 10−4 cm2/s. Die Arrhenius-Darstellung des Diffusionskoeffizi-
enten von Gallium ist in Abb. 4.9 dargestellt. Abb. 4.10 stellt den Ober-
fla¨chenaustauschkoeffizienten, der mit diesem Verfahren bestimmt worden ist,
dar. Dieser Koeffizient wurde zusa¨tzlich aus der Differenz der Konzentrations-
integrale der Rohdaten, welche den simulierten Verlust von Gallium darstellen,
berechnet.
Mit dem Oberfla¨chenaustauschkoeffizienten k, der Konzentration des Stoffes in
der Gasphase c0 und der Konzentration des Stoffes an der Oberfla¨che c ist die
Menge an Gallium M(t), die innerhalb der Zeit t die Probe verlassen kann, wie
folgt definiert:
M(t) = −k
Z t
0
(c0 − c)dt. (4.5)
Bei einer Temperatur von 750 °C ist der Diffusionskoeffizient gleich
4,66× 10−19 cm2/s und der Oberfla¨chenaustauschkoeffizient ist gleich
1,20× 10−12 cm/s. In diesem Fall dampfen innerhalb einer Stunde 7 × 1013
Gallium-Atome pro Quadratzentimeter von der Probe ab. Man kann davon
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Abbildung 4.10: Oberfla¨chenaustauschkoeffizient des Galliums im Langasit berechnet mit
Hilfe der Fit-Prozedur (oben) und aus der Integration der Konzentrationen (unten).
ausgehen, dass der relativ kleine Verlust keine Wirkung auf die Resonatorei-
genschaften hat.
4.1.3 Wasserstoff
Die Diffusion des Wasserstoffs im Langasit ist mit Hilfe von Infrarotspektro-
skopie und SIMS untersucht worden. Mehrere beidseitig-polierte 5×5 mm2
Y-Schnitt Proben aus Langasit wurden in einem ersten Schritt an Luft aus-
geglu¨ht. Danach wurden die Proben in einer Atmospha¨re aus 6% H2/Ar bei
600 °C geglu¨ht. Der zeitliche Verlauf der OH-Konzentration wurde anhand von
IR-Messungen an Proben mit unterschiedlicher Glu¨hzeit bestimmt. Aus dem
assymptotischen Verhalten konnte abgescha¨tzt werden, dass nach etwa vier
Stunden die Langasitproben von Wasserstoff vollsta¨ndig gesa¨ttigt werden.
Wenn Wasserstoff mit den Sauerstoffatomen des Langasits reagiert, steigt die
Konzentration der OH-Gruppen im Kristall. Die Bindung zwischen dem Sauer-
stoffatom und dem Wasserstoffatom absorbiert die Infrarotstrahlung im Bereich
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Abbildung 4.11: Normierte Konzentration von OH-Gruppen als Funktion der Zeit be-
stimmt durch Infrarotspektrometrie und SIMS. Die Simulation entspricht Gleichung (D.3)
von 3100 cm−1 bis 3600 cm−1 [65]. Die Intensita¨t der Absorption sollte dabei
proportional zur Konzentration der OH-Gruppen sein.
Im Rahmen der Zusammenarbeit mit Dr. Claus Ru¨scher vom Institut fu¨r Mi-
neralogie der Universita¨t Hannover wurden die Proben zuna¨chst mit Hilfe eines
FT-IR Spektrometers untersucht und mit dem in Wasserstoff nicht behandel-
ten Material verglichen. Es wurde beobachtet, dass die Absorption der Proben
bei ungefa¨hr 3400 cm−1 angestiegen ist. Dieses fu¨hrt zu der Vermutung, dass
der Wasserstoff, a¨hnlich wie in Quarz, in Form von OH-Gruppen in den Langa-
sit eingebaut wird. Anhand der Intensita¨ten der OH-Peaks in den IR-Spektren
sind die relativen Konzentrationen der OH-Gruppen berechnet worden.
Nach den Infrarotmessungen wurden die Langasitproben mit Hilfe der SIMS
untersucht. Dabei wurde ein O−-Prima¨rstrahl mit einer Stromsta¨rke von 20 nA
eingesetzt, um die H+-, O+-, OH+- und H2O
+-Ionen zu untersuchen. Nur H+
und OH+ lieferten jedoch Daten mit ausreichendem Rauschabstand.
Die Konzentrationsprofile in dem mit der SIMS detektierbaren Tiefenbereich
von einigen Mikrometern zeigten keinen merklichen Abfall der Konzentration.
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Aufgrund des nicht ausreichenden Tiefenbereiches der SIMS konnten die Pro-
ben mit Hilfe dieser Analyse nicht vollsta¨ndig analysiert werden. Daher wurden
die Profile im gleichen Bereich integriert. Anhand der Integration wurden die
relativen Konzentrationen berechnet. Diese Daten sind zusammen mit den IR-
Daten in Abb. 4.11 dargestellt. Die Qualita¨t der SIMS-Daten ist im Vergleich
zu der Qualita¨t der IR-Daten deutlich geringer. Die Intensita¨ten der durch die
SIMS gelieferten Signale sind sehr nah an der Auflo¨sungsgrenze des Gera¨ts.
Zusa¨tzlich, wird das OH+ Signal durch den O−-Prima¨rstrahl beeinflusst. Die
A¨hnlichkeit der Ergebnisse von SIMS- und IR-Messungen weist darauf hin, dass
es sich um Absorption von Wasser handelt.
Anstatt der Lo¨sung des Fickschen Gesetzes wurde die Gesamtkonzentration
des Stoffes als Funktion der Zeit gefittet. Gleichung (D.3), welche den Quoti-
enten der momentanen Stoffkonzentration zur maximalen Konzentration dar-
stellt, wurde von J. Crank aufgestellt [66]. Diese Gleichung wurde mit den in
Abb. 4.11 dargestellten Daten numerisch gefittet, um den Diffusionskoeffizi-
enten des Wasserstoffs zu finden. Der Diffusionskoeffizient von Wasserstoff im
Langasit bei 600 °C ist gleich D = 1,12 × 10−7 cm2/s. Er ist deutlich gro¨ßer
als der vergleichbare Sauerstoffdiffusionskoeffizient.
4.2 Leitfa¨higkeitsmessungen
Mit Hilfe der Impedanzspektroskopie bei niedrigen Frequenzen (1 Hz – 1 MHz)
wurde die Leitfa¨higkeit des Langasits bestimmt. Bei ho¨heren Temperaturen
sinkt der Widerstand des Materials, so dass die komplexe Impedanz des Langa-
sits entsprechend der Gleichung (3.27) in Form eines Halbkreises sichtbar wird
(siehe Abb. 4.12). Der gemessene Halbkreis kann zuna¨chst mit Gleichung (3.27)
gefittet werden, um den Widerstand und die Kapazita¨t des Langasits zu bestim-
men. Mit den Informationen u¨ber die Geometrie der Probe und der Elektroden
wurden aus diesen Daten die Leitfa¨higkeit und der dielektrische Koeffizient be-
stimmt. Durch die Verwendung unterschiedlicher Gasmischungen werden Aus-
sagen u¨ber die im Kapitel 2 genannten Transportmechanismen mo¨glich. Außer-
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Abbildung 4.12: Die Impedanzspektren des Langasits gemessen bei 600 °C in X- und Z-
Richtung. Die gewa¨hlte Darstellung zeigt den Imagina¨rteil aufgetragen gegen den Realteil.
Dadurch wird ein RC-Glied in Form eines Halbkreises sichtbar.
dem werden diese Leitfa¨higkeitsdaten nachfolgend als Kennwerte fu¨r das Fit
eines physikalischen Modells verwendet.
Zur Einstellung des Gleichgewichts wurden die Langasitproben zu Beginn fu¨r
einen Tag bei 1200 °C in Luft geglu¨ht. Laut Tabelle 4.2 reicht dies aus, um
die Konzentration des Sauerstoffs innerhalb der Proben vo¨llig auszugleichen.
Danach wurden Platinelektroden abgeschieden (300 nm Dicke) und die Proben
an Luft bei einer typischen relativen Feuchte3 von 35% bei unterschiedlichen
Temperaturen mit Hilfe eines Solartron SI-1260 Impendanzspektrometers un-
tersucht. Um die Anisotropie der Leitfa¨higkeit bestimmen zu ko¨nnen, wurde
die Leitfa¨higkeit des Langasits sowohl in X- als auch in Z-Richtung bestimmt.
Die Aktivierungsenergie Ea der Leitfa¨higkeit la¨sst sich aus dem Arrhenius-
Verhalten bestimmen:
σ = σ0 · exp
„−Ea
k · T
«
. (4.6)
Es ergibt sich 0,823 eV in X-Richtung und 0,748 eV in Z-Richtung. Die Vor-
3Die Bedeutung der Feuchte wird spa¨ter in diesem Kapitel gekla¨rt
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Abbildung 4.13: Arrhenius-Darstellung der Leitfa¨higkeiten des Langasits in X- und Z-
Richtung als Funktion der Temperatur. Die Leitfa¨higkeit in Z-Richtung ist im ganzen
Temperaturbereich mindestens um Faktor 10 gro¨ßer als die Leitfa¨higkeit in der X-Richtung.
Weiterhin ist die Leitfa¨higkeit des polykristallinen Langasits σPC nach [4] gezeigt.
faktoren σ0 sind 0,101 S·cm−1 und 0,51 S·cm−1 jeweils fu¨r die X- und die
Z-Richtung in einem Temperaturbereich von 200 °C bis 850 °C.
Es wurde eine Anisotropie der Leitfa¨higkeit von etwa einer Gro¨ßenordnung be-
obachtet (Abb. 4.13). Die Leitfa¨higkeit σZ in Z-Richtung ist etwa 10 bis 20 mal
so groß wie die Leitfa¨higkeit σX in X-Richtung. Auch bei den dielektrischen
Koeffizienten zeigte sich eine deutliche Anisotropie (Abb. 4.14). Oberhalb von
750 °C gibt es sowohl in der X-Richtung als auch in der Z-Richtung deutliche
Unterschiede zwischen den gemessenen dielektrischen Koeffizienten. Die Ursa-
che ist noch unbekannt.
Um diese Messungen mit denen an polykristallinen Proben [3,4,45] vergleichen
zu ko¨nnen, muss der Zusammenhang zwischen der Leitfa¨higkeit der polykris-
tallinen und einkristallinen Proben hergestellt werden. Im Fall von Kristallen
mit einer trigonalen Symmetrie wurde dieser beispielsweise von Schulgasser in
allgemeiner Form hergestellt [67,68]. Die Leitfa¨higkeit der polykristallinen Pro-
be σpc wird durch die Leitfa¨higkeit in X- und Z-Richtung wie folgt begrenzt
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Abbildung 4.14: Dielektrische Koeffizienten des Langasits in X- und Z-Richtung als Funk-
tion der Temperatur. Die Pfeile stellen den Zeitverlauf der Messung dar. Die Anisotropie
zeigt sich auch hier sehr deutlich.
3
q
σ2XσZ ≤ σpc ≤
1
3
(2σX + σZ) . (4.7)
Die untere Grenze σpc = (σ
2
XσZ)
1/3 gilt fu¨r ein polykristallines Material
mit einer perfekten statistischen Verteilung der Ko¨rner. Die obere Grenze
σpc =
1
3
(2σX + σZ) gilt fu¨r ein Material, in dem alle Ko¨rner parallel zu den
Kristallachsen liegen.
Ein Vergleich der Leitfa¨higkeitsdaten fu¨r beide Typen des Materials hat
besta¨tigt, dass die Leitfa¨higkeit des polykristallinen Langasits so wie in Glei-
chung (4.7) begrenzt ist.
4.2.1 Leitfa¨higkeit in einer Kohlenstoffmonoxid-Atmospha¨re
Um die A¨nderungen der Leitfa¨higkeit in einer wasserfreien Atmospha¨re un-
tersuchen zu ko¨nnen, wurden die Langasiteinkristalle in einer Ar–1%/CO-
Atmospha¨re bei unterschiedlichen Temperaturen geglu¨ht. Mit Hilfe einer Sau-
66
4.2 Leitfa¨higkeitsmessungen
(a) (b)
Abbildung 4.15: REM-Bild des Langasits (a) und der Elektrode (b) nach einer einta¨gigen
Glu¨hung in einer CO-Atmospha¨re bei 900 °C. Die Konglomeraten des Platin entsprechen
dem in [69] beschrieben Verhalten.
erstoffpumpe wurde der Sauerstoffpartialdruck zwischen 10−24 und 10−3 bar
variiert [70–72]. Bei jedem eingestellten Sauerstoffpartialdruck wurde die Probe
mindestens 12 Stunden geglu¨ht. Zur Bestimmung der Leitfa¨higkeit und des di-
elektrischen Koeffizienten wurde die Impedanz im Bereich von 1 Hz bis 1 MHz
gemessen. Die Daten wurden mit den Ergebnissen fu¨r polykristalline Proben [4]
verglichen.
Es wurde nur eine minimale Abha¨ngigkeit der Leitfa¨higkeit vom Sauerstoffpar-
tialdruck im gesamten Temperaturbereich (von 600 °C bis 950 °C) beobachtet.
Zusa¨tzlich sank die Leitfa¨higkeit stetig, wobei die Geschwindigkeit vom Sauer-
stoffpartialdruck unabha¨ngig war. Es wird vermutet, dass dieser Effekt mit der
Zersto¨rung der Platinelektroden verbunden ist.
Nach einer 24-stu¨ndigen Glu¨hung bei 900 °C waren die Elektroden und die
Oberfla¨che des Langasits zersto¨rt. Es bildeten sich Pt-Konglomerate, die un-
tereinander nicht mehr verbunden waren (Abb. 4.15). Dieses Verhalten ist schon
bei Platinelektroden auf anderen Materialien beobachtet worden [69] und trat
bei mehreren Messungen von Langasit auf. Da das Platin die Oxidation des
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Kohlenstoffmonoxides katalysiert [73,74], wurde behauptet, dass die Degrada-
tion der Platinelektroden durch die Oxidation des CO beschleunigt wird. Bei
Elektroden mit einer ho¨heren Schichtdicke zeigte sich dieses Verhalten erst viel
spa¨ter, so dass diese fu¨r Hochtemperaturmessungen in kohlenstoffmonoxidhal-
tigen Atmospha¨ren besser geeignet sind und daher in Zukunft bevorzugt ein-
gesetzt werden sollen.
Bei niedrigeren Temperaturen zeigten einkristalline und polykristalline Langa-
sitproben stark unterschiedliche Leitfa¨higkeiten. Die Bildung eines Kurzschlus-
ses zwischen den beiden Elektroden auf Grund einer a¨ußeren Kohlenstoffschicht
ko¨nnte die Ursache sein. Bei einem sehr niedrigen Sauerstoffpartialdruck und
einem gro¨ßeren Kohlenstoffmonoxidpartialdruck kann die Boudouard-Reaktion
stattfinden [75]:
2 CO −−⇀↽− CO2 + C, (4.8)
und zur Bildung einer Kohlenstoffschicht fu¨hren. Die gemessene Leitfa¨higkeit
der Proben stieg um mehrere Gro¨ßenordnungen und blieb auch nach der
Abku¨hlung unvera¨ndert. Die gemessene Leitfa¨higkeit fiel innerhalb weniger Se-
kunden wieder auf normales Niveau, sobald kleine Mengen von Sauerstoff in
den Ofen geleitet wurden. Dies weist darauf hin, dass sich eine Kohlenstoff-
schicht gebildet hat und diese die Oberfla¨che des Langasits angreifen kann.
Dieser Effekt wird in Abschnitt 4.2.3 diskutiert.
4.2.2 Leitfa¨higkeit in einer Wasserstoff-Atmospha¨re
Da Langasit in Hinblick auf die Verwendung als Gassensor in Brennstoffzellen
in einer wasserstoffhaltigen Atmospha¨re bei unterschiedlichen Sauerstoffparti-
aldru¨cken arbeiten soll, wurden die Messungen in einer H2/H2O-Atmospha¨re
bei unterschiedlichen Sauerstoffpartialdru¨cken durchgefu¨hrt. Zwei Kristallori-
entierungen wurden ausgewa¨hlt – X (a¨quivalent zu Y) und Z, um die Aniso-
tropie der physikalischen Eigenschaften untersuchen zu ko¨nnen.
Die Leitfa¨higkeit wurde mit Hilfe von Impedanzmessungen bestimmt. Die Im-
pedanzspektren wurden im Bereich von 1 Hz bis 1 MHz mit SI-1260 Spektro-
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Abbildung 4.16: Die Leitfa¨higkeit des Langasits bei 800 °C in X- und Z-Richtung (lin-
ke Achse) als Funktion der Wasserstoffgesamtkonzentration. Der Sauerstoffpartialdruck
ist bei 10 -16 bar konstant und unabha¨ngig von der Wasserstoffkonzentration. Je nach
Wasserstoffkonzentration ist die Leitfa¨higkeit in Z-Richtung 5 bis 25 mal gro¨ßer als die
Leitfa¨higkeit in X-Richtung (siehe rechte Achse).
meter von Solartron gemessen. Mit Hilfe der Gleichung fu¨r einen realen Kon-
densator (3.27) wurden danach die Leitfa¨higkeit und der dielektrische Koeffi-
zient bestimmt. Im Gegensatz zu den polykristallinen Proben, welche in einer
CO/CO2 Atmospha¨re bei niedrigen Sauerstoffpartialdru¨cken eine Abha¨ngigkeit
σ ∝ p−1/4O2 zeigten [45], wurde eine Verringerung der Leitfa¨higkeit bei sinken-
dem Sauerstoffpartialdruck gemessen [76]. In dem Fall spielt die Erzeugung von
Sauerstoﬄeerstellen eine untergeordnete Rolle, das heißt andere Mechanismen
beeinflussen die Leitfa¨higkeit des Langasits.
Um diese Ergebnisse zu unterstu¨tzen, wurden weitere Messungen bei un-
terschiedlichen Wasserdampfdru¨cken durchgefu¨hrt. Bei einer Temperatur von
800 °C wurde der Sauerstoffpartialdruck auf einem konstanten Niveau ge-
halten und dabei nur die Gesamtkonzentration des Wasserstoffs variiert. Es
wurde beobachtet, dass sowohl in der Z-Richtung als auch in X-Richtung die
Leitfa¨higkeit von der Gesamtkonzentration des Wasserstoffs abha¨ngt, wobei die
A¨nderungen in Z-Richtung erheblich sta¨rker sind. Die Leitfa¨higkeit des Langa-
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Abbildung 4.17: Leitfa¨higkeit des Langasits als Funktion des Wasserdampfdruckes bei
600 °C.
sits bei einer Temperatur von 800 °C und bei einem Sauerstoffpartialdruck von
10−16 bar ist in Abb. 4.16 dargestellt. Die Messungen haben besta¨tigt, dass
diese A¨nderungen der Leitfa¨higkeit vollsta¨ndig reversibel sind.
Ein derartiges Leitfa¨higkeitsverhalten kann durch das Modell des Wasserstoff-
transports erkla¨rt werden. Wenn bei gegebenen Sauerstoffpartialdruck die Ge-
samtkonzentration des Wasserstoffs niedrig ist, befindet sich sehr wenig Was-
serdampf in der Atmospha¨re. Wenn aber die Gesamtkonzentration des Wasser-
stoffs steigt, muss die Sauerstoffpumpe zusa¨tzlichen Sauerstoff in das System
pumpen, um das Gleichgewicht (2.27) und damit den Sauerstoffpartialdruck
konstant zu halten. Die Konzentration der Sauerstoﬄeerstellen a¨ndert sich da-
durch nicht. Wasser bzw. Wasserstoff ko¨nnen aber, so wie in Tabelle 2.2 ange-
geben mit Langasit reagiren und zur Leitfa¨higkeit beitragen.
Die Langasitproben wurden bei Temperaturen zwischen 500 °C und 800 °C bei
verschiedenen Wasserdampfdru¨cken geglu¨ht und untersucht. Um den Messbe-
reich zu erweitern, wurde zudem auch die Gesamtkonzentration des Wasser-
stoffs variiert.
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Abbildung 4.18: Die Leitfa¨higkeit des Langasits als Funktion des Wasserdampfdruckes bei
800 °C.
Aus diesen Messungen ergab sich, dass die Leitfa¨higkeit des Langasits von der
Gesamtkonzentration des Wasserstoffs unmittelbar nicht abha¨ngig ist. Statt-
dessen ha¨ngt die Leitfa¨higkeit nur vom Wasserdampfdruck ab. Aus den gemes-
senen Daten ergibt sich die Abha¨ngigkeit der Leitfa¨higkeit vom Wasserdampf-
druck in Z-Richtung wie folgt:
σZ ∝ p1/2H2O. (4.9)
Da dieser Proportionalita¨tsfaktor in Z-Richtung temperaturunabha¨ngig ist und
die Leitfa¨higkeit nur vom Wasserdampfdruck abha¨ngt, kann es dem in der
Gleichung (2.34) dargestellten Mechanismus zugeordnet werden.
Die Leitfa¨higkeit des Langasits in X-Richtung ha¨ngt ebenfalls vom Wasser-
dampfdruck ab. In diesem Fall ist aber der Proportionalita¨tsfaktor je nach
Temperatur kleiner:(
σX ∝ p(1/2−0,1)H2O bei 600 °C,
σX ∝ p(1/2−0,3)H2O bei 800 °C.
(4.10)
Die Proportionalita¨t der Leitfa¨higkeit vom Wasserdampfdruck bei einer festen
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Temperatur kann mittels des in der Gleichung (2.10) dargestellten Mechanis-
mus beschrieben werden. Laut Gleichung (2.55) ha¨ngt die Leitfa¨higkeit vom
Wasserdampfdruck und von der Konzentration der Sauerstoﬄeerstellen ab.
Bei niedrigen Temperaturen werden die Sauerstoﬄeerstellen in der Kristall-
struktur
”
eingefroren“. Die Leitfa¨higkeit ha¨ngt dann nur vom Wasserdampf-
druck ab und der Proportionalita¨tsfaktor ist gleich 1/2. Mit steigenden Tem-
peraturen werden einerseits neue Sauerstoﬄeerstellen erzeugt und andererseits
wird der Sauerstoff aus der Gasphase die Sauerstoﬄeerstellen besetzen. Die
Besetzung der Leerstellen durch den Sauerstoff fu¨hrt dazu, dass das Wasser
weniger Pla¨tze findet, um mit Langasit gema¨ß Gleichung (2.10) zu reagieren.
Der Proportionalita¨tsfaktor a¨ndert sich.
Weder die Leitfa¨higkeit entlang der X- (bzw. Y-) noch die Leitfa¨higkeit entlang
der Z-Achse ko¨nnen mit Hilfe des Protonen-Modells (2.45) beschrieben werden,
da dort der Proportionalita¨tsfaktor immer negativ ist.
4.2.3 Stabilita¨t des Langasits
Da sich die Oberfla¨che des Langasits nach der Hochtemperaturglu¨hung in
CO stark vera¨ndert hatte, wurde die Probe mit Hilfe unterschiedlicher Me-
thoden untersucht. Der XRD4-Vergleich der Probe mit den Daten von unbe-
handeltem Langasit (Abb. 4.19) hat gezeigt, dass sich die Kristallstruktur der
Materials im 1 µm tiefen Oberfla¨chenbereich sehr stark vera¨ndert hat. SIMS
(Abb. 4.20) und WDX-Messungen (siehe Tabellen 4.4 und 4.5) zeigten, dass
der Oberfla¨chenbereich eine Gallium-Verarmung aufweist. Die Zusammenset-
zung der Probe an der Oberfla¨che nach der Glu¨hung in CO lautet gema¨ß WDX
La2,9Ga1,1SiO6,2, wobei die Zusammensetzung der Probe im Tiefenbereich (ab
ca. 2 µm, siehe Abb. 4.20) sich der von Langasit na¨hert. Die Menge des Sauer-
stoffs konnte wa¨hrend der WDX-Messungen nicht gemessen werden und wurde
daher von WDX-Software automatisch berechnet.
Die starken Verluste an Gallium ko¨nnen durch ein Verdampfen des Gallium-
4engl. X-Ray Diffraction – Ro¨ntgenbeugung
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Abbildung 4.19: Vergleich zwischen dem Referenzspektrum des Langasits [77] (oben) und
dem Spektrum des Langasits nach der Glu¨hung in einer Kohlenstoffmonoxidatmospha¨re.
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Abbildung 4.20: SIMS-Konzentrationsprofil des zersto¨rten Oberfla¨chenbereich von Langa-
sit. Innerhalb des ersten Mikrometers hat sich die Zusammensetzung sehr stark vera¨ndert:
von La3Ga5SiO14 auf La3GaSiO8-x. Der Ru¨ckgang der Lanthankonzentration ab 1 µm wird
durch eine vera¨nderte Sputterrate verursacht.
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Tabelle 4.4: Zusammensetzung der Langasitprobe nach la¨ngerem Aufenthalt in einer
CO-Atmospha¨re bestimmt in einem unvera¨nderten Bereich (ca. 2,5 µm Tief) mit Hilfe
der WDX-Analyse. Die Angaben sind in At.-%. Die entsprechende Summenformel lautet
La3,2Ga5,3SiO14.
Nr. % La % Ga % Si % O
1 13,857 22,750 4,203 59,190
2 13,664 22,436 4,404 59,497
3 13,704 22,602 4,147 59,546
Durchschnitt 13,74± 0,08 22,60± 0,13 4,25± 0,11 59,41± 0,16
Tabelle 4.5: Zusammensetzung der Langasitprobe laut WDX-Analyse, nach la¨ngerer
Glu¨hung in der CO-Atmospha¨re. Die Messungen wurden an der Oberfla¨che der Pro-
be durchgefu¨hrt. Die Angaben sind in At.-%. Die entsprechende Summenformel lautet
La2,9Ga1,1SiO6,2.
Nr. % La % Ga % Si % O
1 26,051 9,638 8,907 55,404
2 25,813 9,379 8,799 56,009
3 26,157 9,290 9,103 55,451
Durchschnitt 26,01± 0,14 9,44± 0,15 8,94± 0,13 55,62± 0,28
suboxides erkla¨rt werden. Das Kohlenstoffmonoxid bzw. die Kohlenstoffschicht,
die aufgrund einer Boudouard-Reaktion (4.8) entstehen, kann Gallium wie folgt
reduzieren
La3Ga5SiO14 + 4 CO −−⇀↽− 2 Ga2O + La3GaSiO8 + 4 CO2 (4.11)
bzw.
La3Ga5SiO14 + 2 C −−⇀↽− 2 Ga2O + La3GaSiO8 + 2 CO2. (4.12)
4.2.4 Zusammenfassung
Mit den Diffusionsexperimenten wurde nachgewiesen, dass in Langasit so-
wohl Sauerstofftransport als auch Wasser-/Wasserstofftransport stattfinden.
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Das Wasser kann, a¨hnlich wie im Fall von Quarz, sehr schnell im Volumen der
Probe diffundieren, wobei dieser Prozess die Leitfa¨higkeit der Probe bestimmt.
Die Leitfa¨higkeitsmessungen an Einkristallen haben die in dieser Arbeit vorge-
schlagenen Wassertransportmodelle in Z- bzw. X-Richtung besta¨tigt.
Die Leitfa¨higkeitsmessungen in CO/CO2-Atmospha¨ren haben gezeigt, dass die-
se Umgebung sowohl die Oberfla¨che des Langasits als auch die Elektroden
bescha¨digen kann. Zusa¨tzlich kann es bei ho¨heren Kohlenstoffmonoxidkonzen-
trationen auf Grund einer Boudouard-Reaktion [75] und der damit verbun-
denen Bildung von Kohlenstoffschichten zu einem Kurzschluss zwischen den
Messelektroden kommen.
4.3 Piezoelektrische Eigenschaften
Um die elektromechanischen Eigenschaften des Langasits zu bestimmen, wur-
den das Puls-Echo-Verfahren und Impedanzmessungen mit nachfolgendem Fit
eines physikalischen Modells eingesetzt. Mit Hilfe des Puls-Echo-Verfahrens
wurden die mechanischen Eigenschaften des Langasits bei Raumtemperatur
ermittelt, welche zur Kalibrierung der Ergebnisse aus dem Impedanzmessun-
gen verwendet wurden.
4.3.1 Puls-Echo-Messungen
Zur Bestimmung der Steifigkeit des Langasits wurden drei wu¨rfelfo¨rmige Pro-
ben mit den Abmessungen von 5×5×6 mm3 von Dr. U. Straube an der Martin-
Luther-Universita¨t Halle-Wittenberg untersucht: eine mit den Fla¨chen senk-
recht zu den Hauptachsen, und zwei mit jeweils um 45° um die X- bzw. Y-Achse
gedrehten Fla¨chennormalen (siehe Abb. 4.21).
Anhand der gemessenen Geschwindigkeiten der akustischen Wellen wurden
aus der Gleichung (3.34) die folgenden Steifigkeitskomponenten bestimmt:
c11 = 188,9 GPa, c12 = 103,3 GPa, c13 = 97,1 GPa, c14 = 15,0 GPa,
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Abbildung 4.21: Langasit-Proben die mit Papadakis Puls-Echo-Verfahren untersucht wur-
den.
c33 = 261,9 GPa und c44 = 53,34 GPa. Die ermittelten Steifigkeiten weisen
eine sehr gute U¨bereinstimmung mit den in der Literatur vero¨ffentlichen Daten
auf, die in der Tabelle E.1 zusammengefasst sind.
4.3.2 Fit eines physikalischen Modells
Mit Hilfe eines Fit des physikalischen Modells wurden die elektromechanischen
Eigenschaften des Langasits untersucht. Die Leitfa¨higkeit und der dielektrische
Koeffizient, die bei diesem Verfahren no¨tig sind, wurden vorher mittels der
Impedanzspektroskopie ermittelt.
La¨ngenschwingung eines (XYt)α Resonators
Im Fall eines stabfo¨rmigen (XYt) 0° Resonators ist die La¨ngenschwingung durch
die Nachgiebigkeit s12 und den piezoelektrischen Koeffizienten d12 bestimmt.
Bei einem gedrehten Resonator kommen gemischte Koeffizienten vor, die aus
der Tensorrotation bestimmt werden ko¨nnen (siehe Anhang A). Im Fall eines
solchen (XYt)α Resonators lautet der piezoelektrische Koeffizient, der dem
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Abbildung 4.22: Parameter der Gleichungen (4.14) und (4.16) als Funktion des Winkels
α. Diese Darstellung hilft bei der Auswahl von den Kristallschnitten, die zur Bestimmung
der Nachgiebigkeit verwendet werden sollen.
effektiven Koeffizienten d′12 entspricht, nach Gleichung (A.2) wie folgt
d′122 = d122 cos
2 α + (d123 + d132) cosα sinα + d133 sin
2 α, (4.13)
was unter Beru¨cksichtigung der Symmetrie des Kristalls in der abgeku¨rzten
Matrix-Schreibweise vereinfacht werden kann:
d′12 = −d11 cos2 α + d14 cosα sinα. (4.14)
Die effektive Nachgiebigkeit s′22 eines (XYt)α Schnittes lautet nach Glei-
chung (A.2) unter Beru¨cksichtigung der Symmetrie wie folgt
s′22 = s11 cos
4 α + s33 sin
4 α− 2s14 cos3 α sinα + (s44 + 2s13) cos2 α sin2 α.
(4.15)
Wenn vier unterschiedliche Kristallschnitte zu La¨ngenschwingungen angeregt
werden, ko¨nnen die effektiven Nachgiebigkeiten in Form des folgenden Glei-
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chungssystems geschrieben werden0BBB@
A(α1) B(α1) C(α1) D(α1)
A(α2) B(α2) C(α2) D(α2)
A(α3) B(α3) C(α3) D(α3)
A(α4) B(α4) C(α4) D(α4)
1CCCA ·
0BBB@
s11
s33
s14
sko
1CCCA =
0BBB@
s′1
s′2
s′3
s′4
1CCCA , (4.16)
mit
A(α) = cos4 α,
B(α) = sin4 α,
C(α) = −2 cos3 α sinα,
D(α) = cos2 α sin2 α,
(4.17)
wobei sko die gekoppelte Nachgiebigkeit ist, die gleich s44 + 2s13 ist. Die Pa-
rameter dieser Gleichung sind in Abha¨ngigkeit des Winkels in Abb. 4.22 dar-
gestellt. Sie mu¨ssen sich voneinander so weit wie mo¨glich unterscheiden, um
dieses Gleichungsystem lo¨sen zu ko¨nnen. Aus den Abbildungen 3.3 und 4.22
wird deutlich, dass die optimalen Schnittorientierungen −30◦, 0◦, 30◦ und 45◦
sind. Bei diesen Orientierungen sind die Auswirkungen der Parameter auf die
Schwingungen unterschiedlich. Alle Schnitte, die zur Bestimmung der Materi-
alparameter beno¨tigt wurden, sind in Abb. 3.3 dargestellt.
4.3.3 Fla¨chenscherschwingung
Die Fla¨chenscherschwingung kann zur Entkopplung der Nachgiebigkeiten s44
und s13 verwendet werden. Die Resonanzfrequenz eines Fla¨chenschwingers ist
in Gleichung (3.66) dargestellt. Aus dieser Gleichung kann die Nachgiebigkeit
s44 extrahiert werden, wenn die Resonanzfrequenz bekannt ist.
Angenommen, ein Resonator mit der Dichte ρ, der Kantenla¨nge l und zwei
bekannten Nachgiebigkeitskomponenten s11 und s33 schwingt mit einer Reso-
nanzfrequenz fr, so ergeben sich fu¨r die Gleichung (3.66) die folgenden Wur-
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zelausdru¨cke als mathematische Lo¨sung:
s44,1 = ϕ
`
(s11 + s33)
√
100α + γ
´
(ϑ(100α + γ)− frlpi)−1/2 ,
s44,2 = ϕ
`
(s11 + s33)
√
100α− γ´ (ϑ(100α− γ)− frlpi)−1/2 ,
s44,3 = ϕ
`
(s11 + s33)
√
100α− β´ (ϑ(100α− β) + frlpi)−1/2 ,
s44,4 = ϕ
`
(s11 + s33)
√
100α + β
´
(ϑ(100α + β) + frlpi)
−1/2 ,
(4.18)
mit den Parametern α, β, γ, ϕ und ϑ gleich:
α = (ρ (s33 + s11))
−1/2 ,
β = 0,99288(10144α2 + 1003frlpiα)
1/2,
γ = 0,99288(10144α2 − 1003frlpiα)1/2,
ϕ = 1,029 · 10−4,
ϑ = 0,20227.
(4.19)
Obwohl es vier unterschiedliche Lo¨sungen der Gleichung gibt, entspricht nur
s44,2 der Nachgiebigkeit s44. Die andere Lo¨sungen fu¨hren zu Ergebnissen, die
einem Imagina¨ranteil beinhalten bzw. negativ sind.
4.3.4 Dickenscherschwingung
Um die noch verbliebene Nachgiebigkeitskomponente s12 zu bestimmen, wur-
de eine Dickenscherschwingung eines Y-Schnitt-Resonators verwendet. Es ist
mo¨glich die Nachgiebigkeit s12 anhand der Steifigkeit c66 und den Nachgiebig-
keiten s11, s14 und s44 zu bestimmen [51].
Mit Gleichung (3.24), welche die Relation zwischen der Nachgiebigkeit und der
Steifigkeit definiert, kann die Steifigkeit c66 wie folgt bestimmt werden:
c66 =
∆s66
∆s
, (4.20)
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wobei die Determinante ∆s66 durch die folgende Gleichung definiert ist
∆s66 = det
0BBBBBB@
s11 s12 s13 s14 0
s12 s11 s13 −s14 0
s13 s13 s33 0 0
s14 −s14 0 s44 0
0 0 0 0 s44
1CCCCCCA
= s44 det
0BBB@
s11 s12 s13 s14
s12 s11 s13 −s14
s13 s13 s33 0
s14 −s14 0 s44
1CCCA . (4.21)
Die Determinante ∆s ist gleich
∆s = s66∆
s
66 − 2s14 det
0BBBBBB@
s11 s12 s13 s14 0
s12 s11 s13 −s14 0
s13 s13 s33 0 0
s14 −s14 0 s44 0
0 0 0 0 2s14
1CCCCCCA
= 2 (s11 − s12) ∆s66 − 4s214 det
0BBB@
s11 s12 s13 s14
s12 s11 s13 −s14
s13 s13 s33 0
s14 −s14 0 s44
1CCCA
= 2 (s11 − s12) ∆s66 − 4s214 ∆
s
66
s44
. (4.22)
Aus den Gleichungen (4.20), (4.21) und (4.22) la¨sst sich die Nachgiebigkeit s12
wie folgt bestimmen
s12 = s11 − 1
2c66
− 2s
2
14
s44
. (4.23)
Die mit dem HP E5100A Nezwerkanalysator gemessenen Resonanzspektren
wurden mit einer analytischen Lo¨sung der Bewegungsgleichung (3.50) bzw.
(3.64) gefittet. Diese Anpassung hat die besten Ergebnisse geliefert und
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Tabelle 4.6: Die optimalen Winkel αoptimal und die tatsa¨chlich erhaltenden Winkel αreal
von Resonatoren fu¨r die La¨ngenschwingung.
αoptimal αreal
−30° −28°00’
0° 0°00’
30° 27°41’
45° 43°10’
ermo¨glicht die Bestimmung aller Materialparameter bei ho¨heren Temperatu-
ren. Der dielektrische Koeffizient und die Leitfa¨higkeit wurden nicht mit Hilfe
der Resonanzspektren gefittet, sondern aus den Impedanzdaten ermittelt.
4.3.5 Materialdaten
Es wurden vier 1 cm lange Langasit-Sta¨bchen mit der in Abb. 3.3 dar-
gestellten Orientierung hergestellt. Zusa¨tzlich wurde ein quadratfo¨rmiger Y-
Schnitt Resonator (1 cm Kantenla¨nge, 500 µm Dicke) zugeschnitten, der im
Fla¨chenschermodus angeregt werden kann. Zur Bestimmung der Steifigkeit c66
wurde ein runder Y-Schnitt-Resonator verwendet.
Da bei der Herstellung der Proben die Abmessungen sehr genau und die Win-
kel nur grob bestimmt werden ko¨nnen, wurde vorab eine pra¨zise Bestimmung
der Schnittwinkel durchgefu¨hrt. Die Proben wurden bei Raumtemperatur ver-
messen und die Nachgiebigkeit bestimmt. Die Ergebnisse wurden danach mit
den Ergebnissen der Puls-Echo-Messungen verglichen, um die Schnittwinkel
sehr genau bestimmen zu ko¨nnen. Es zeigte sich, dass die berechneten Kris-
tallorientierungen von den angenommenen um bis zu 2° abweichen. Sie sind in
Tabelle 4.6 zusammengefasst.
Die Resonatoren wurden mit Platinelektroden versehen und im Temperaturbe-
reich von ca. 20 °C bis 900 °C untersucht. Die Resonanzfrequenzen der Sta¨bchen
lagen je nach Kristallschnitt zwischen 200 kHz und 300 kHz. Die Resonanz-
frequenz der Fla¨chenscherschwingung betrug ca. 176 kHz und die der Dicken-
scherschwingung ca. 5,5 MHz. Zusa¨tzlich wurden die Ausdehnungskoeffizienten
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Abbildung 4.23: Resonanzspektren eines in La¨ngenschwingung angeregten Langa-
sitsta¨bches bei 200 °C und bei 800 °C.
des Langasits bei niedrigeren Temperaturen mitbetrachtet (sieh Tabelle E.2).
Mit Hilfe dieser Koeffizienten wurden die Dichte, La¨nge, Breite und Dicke des
Resonators als Funktion der Temperatur beru¨cksichtigt. Ein typisches Reso-
nanzspektrum der La¨ngenschwingung von Langasitsta¨bchen bei 200 °C und
800 °C ist in Abb. 4.23 dargestellt.
Die gemessenen Resonanzspektren wurden mit der analytischen Lo¨sung des
La¨ngenschwingers (3.50) gefittet, so dass sowohl die mechanischen als auch die
piezoelektrischen Eigenschaften berechnet werden konnten. Dabei wurde der di-
elektrische Koeffizient ε11 von den Impedanzmessungen u¨bernommen. Die me-
chanischen Verluste wurden in Form der Viskosita¨t mitgefittet. Die elektrischen
Verluste in Form der Volumenleitfa¨higkeit wurden zuvor aus Impedanzmessun-
gen ermittelt. Die mechanische Nachgiebigkeit wurde fu¨r vier Nachgiebigkeits-
komponenten bestimmt. Da die Bestimmung der piezoelektrischen Koeffizien-
ten nur zwei unterschiedliche Kristallorientierungen erfordert, wurden dafu¨r die
Schnitte mit der besten Qualita¨t der Messdaten verwendet. Um die Nachgie-
bigkeit komplett zu berechnen, wurden noch Resonatoren, die im Fla¨chen- und
Dickenmodus schwingen, betrachtet. Die Temperaturabha¨ngigkeit aller Nach-
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Abbildung 4.24: Nachgiebigkeiten s11 und s12 des Langasits als Funktion der Temperatur.
giebigkeitskoeffizienten und der piezoelektrischen Koeffizienten sind in den Ab-
bildungen 4.24, 4.25, 4.26 und 4.27 dargestellt.
4.3.6 Umrechnung des piezoelektrischen Koeffizienten und der
Nachgiebigkeit
Sowohl die Nachgiebigkeit s als auch der piezoelektrische Koeffizient d ko¨nnen
in die entsprechenden inversen Parameter, die Steifigkeit c und den piezoelek-
trischen Koeffizienten e, umgerechnet werden. Angenommen fu¨r eine Relati-
on (3.16) gilt die folgende Gleichung
e111 = d1kl · ckl11 ≡
3X
k=1
3X
l=1
d1kl · ckl11. (4.24)
Unter Beru¨cksichtigung der Kristallsymmetrie la¨sst sich diese Gleichung wie
folgt darstellen
e111 ≡ e11 = 2d11 · c66 + d14 · c14. (4.25)
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Abbildung 4.25: Nachgiebigkeiten s13 und s14 des Langasits als Funktion der Temperatur.
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Abbildung 4.26: Nachgiebigkeiten s33 und s44 des Langasits als Funktion der Temperatur.
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Abbildung 4.27: Piezoelektrische Koeffizienten d11 und d14 des Langasits als Funktion
der Temperatur.
A¨hnlich kann der Koeffizient e14 berechnet werden
e123 ≡ e14 = 2d11 · c14 + d14 · c44. (4.26)
Der piezoelektrische Koeffizient e ist in der Abb. 4.28 dargestellt.
Um die Steifigkeit zu bestimmen, wurde die in der Gleichung (3.24) dargestellte
Relation verwendet. Alle Komponenten der Steifigkeit des Langasits als Funk-
tion der Temperatur sind in den Abbildungen 4.29, 4.30 und 4.31 dargestellt.
4.3.7 Zusammenfassung
Die mechanischen und piezoelektrischen Eigenschaften des Langasits wurden
im Temperaturbereich von 20 °C bis 900 °C untersucht. Durch die Verwendung
mehrerer Schwingungsmodi und Kristallorientierungen konnten alle Parameter
der Resonatoren bestimmt werden.
Die Ergebnisse dieser Messungen zeigten, dass die piezoelektrischen Koeffizi-
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Abbildung 4.28: Piezoelektrischer Koeffizient e des Langasits als Funktion der Tempera-
tur. Der Koeffizient ist anhand des piezoelektrischen Koeffizienten d berechnet worden.
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Abbildung 4.29: Steifigkeiten c11 und c12 des Langasits als Funktion der Temperatur.
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Abbildung 4.30: Steifigkeiten c13 und c14 des Langasits als Funktion der Temperatur.
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Abbildung 4.31: Steifigkeiten c33 und c44 des Langasits als Funktion der Temperatur.
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enten des Langasits auch bei Temperaturen bis 900 °C fast genau so groß wie
bei Raumtemperatur sind. Aufgrund eines sehr niedrigen Volumenwiderstandes
der Resonatoren ist die Antiresonanzfrequenz unsichtbar. Es lassen sich aber
dennoch die Materialparameter aus dem Fit der analytischen Lo¨sung bestim-
men.
Anhand der Materialparameter des Langasits ko¨nnen nun im folgenden Ab-
schnitt temperaturkompensierte Schnitte vorgeschlagen werden. Da die Tem-
peraturabha¨ngigkeit der effektiven Steifigkeit von der Kristallorientierung
abha¨ngt und damit die Schwingung eines Resonators richtungsabha¨ngig be-
stimmt, kann eine Kristallorientierung gesucht werden, die deutlich kleinere
temperaturabha¨ngige A¨nderungen der Resonanzfrequenz aufweist. Ein zu mi-
nimierender Parameter fu¨r eine gegebene Arbeitstemperatur T ist die relative
A¨nderung der Resonanzfrequenzen:
1
fr
· ∆f
∆T
=
|fr(T + ∆T )− fr(T −∆T )|
2fr(T )∆T
(4.27)
mit ∆T = 20 K, was der A¨nderung der Resonanzfrequenz eines typischen 5 MHz
Y-Schnitt Langasitresonators um 10 kHz entspricht.
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5.1 Vergleich der Transportmodelle und
Leitfa¨higkeitsmessungen
5.1.1 Sauerstofftransport
In Kapitel 2 dieser Arbeit wurden mehrere Transportmodelle vorgeschlagen.
Laut Tabelle 4.2 ist einkristalliner Langasit zum Nachweis des Sauerstoffde-
fektmodells nicht geeignet, da die Einstellung des Gleichgewichts fu¨r Tempe-
raturen unterhalb von 900 °C zu lange dauert. Aus diesem Grund wurden
die Leitfa¨higkeitsmessungen von H. Seh an polykristallinem Langasit durch-
gefu¨hrt [33]. Da die Gro¨ße der Einkristalle (Ko¨rner) sehr klein ist, ist der
Diffusionsweg kurz. Daher a¨ndert sich der Volumenwiderstand viel schnel-
ler, wenn der Sauerstoffpartialdruck gea¨ndert wird. Die Volumen- und Ober-
fla¨cheneigenschaften des Materials wurden von einander getrennt. Es wurde
angenommen, dass der polykristalline Langasit im Volumenbereich sich che-
misch und physikalisch a¨hnlich zu einkristallinem Langasit verha¨lt.
Da die Leitfa¨higkeit des Langasits nicht nur von dem Sauerstoffpartialdruck
abha¨ngt, wurde darauf hingewiesen, dass dieses Modell keine vollsta¨ndige Be-
schreibung des Materialtransports im Langasit darstellt.
5.1.2 Wasser- und Wasserstofftransport
Die Leitfa¨higkeitsmessungen, die in einer wasserstoffhaltigen Atmospha¨re
durchgefu¨hrt wurden, zeigten, dass die Leitfa¨higkeit des Langasits kleiner wird,
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wenn der Sauerstoffpartialdruck verringert wird. Aufgrund dieser Messungen
wurde ein Leitfa¨higkeitsmodell vorgeschlagen, welches vom Quarz adaptiert
und erweitert wurde. Gema¨ß des Modells kann sowohl Wasser als auch Wasser-
stoff mit dem Material reagieren und ins Volumen des Quarzes diffundieren.
Das Wasser kann sich in Langasit auf zwei unterschiedliche Weisen einbauen. In
Z-Richtung, wo die Sauerstoffatome im Kristallgitter
”
Sauerstoffkana¨le“ bilden
(siehe Abb. 2.1), kann ein Proton zwischen zwei Sauerstoffatomen hin- und her-
springen. Diese Behauptung wurde mittels mehrerer Messungen in Z-Richtung
besta¨tigt. Dort ist die Abha¨ngigkeit σZ ∝ p1/2H2O im ganzen Temperaturbereich
und allen Gesamtkonzentrationen des Wassers erhalten geblieben.
In X-Richtung existieren die
”
Sauerstoffkana¨le“ nicht. Hier beno¨tigt das Was-
ser zusa¨tzlich noch die Sauerstoﬄeerstellen, um diffundieren zu ko¨nnen. Daher
ha¨ngt die Leitfa¨higkeit nicht nur vom Wasserdampfdruck, sondern auch von
der Konzentration der Sauerstoﬄeerstellen ab. Bei niedrigen Temperaturen ist
die Konzentration der Leerstellen
”
eingefroren“. Daher ha¨ngt die Leitfa¨higkeit
praktisch nur vom Wasserdampfdruck (σX ∝ p1/2H2O) ab. Mit steigender Tem-
peratur entsteht eine Abha¨ngigkeit zwischen der Konzentration der Sauer-
stoﬄeerstellen und dem Sauerstoffpartialdruck. Aus diesem Grund wird die
Abha¨ngigkeit der Leitfa¨higkeit vom Wasserdampfdruck bei ho¨heren Tempera-
turen immer kleiner. Die Messungen haben dieses Modell vo¨llig besta¨tigt. Mit
steigender Temperatur verringert sich der Exponent 1/2, bei 600 °C ist er gleich
2/5, bei 800 °C ist er gleich 1/5.
Das Modell fu¨r den Transport vom Wasser wurde zusa¨tzlich mit weiteren Mess-
methoden besta¨tigt. Sowohl Infrarotspektroskopie als auch die massenspek-
trometrischen Messungen (SIMS) zeigten, dass Wasserstoff und Wasser sehr
schnell in Langasit diffundieren. Schon bei 600 °C wird der Langasit (5 mm ×
5 mm × 0,5 mm) mit OH-Gruppen aus Wasserstoff bzw. Wasserdampf inner-
halb von vier Stunden gesa¨ttigt.
Wa¨hrend der Messungen wurde beobachtet, dass Langasit dazu neigt, Galli-
um zu verlieren. Gallium hat nicht nur den ho¨chsten Dampfdruck aller Kom-
ponenten, sondern kann auch in Form eines Galliumsuboxides den Langasit
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verlassen. Wenn sich der Langasit bei ho¨heren Temperaturen in reduzieren-
den Atmospha¨ren, wie beispielsweise Kohlenstoffmonoxid befindet, wird der
Reduktionsprozess (4.11) bzw. (4.12) beschleunigt und der Langasit im Ober-
fla¨chenbereich zersto¨rt. Aus diesem Grund sollten die Langasitisomorphe, die
weniger Gallium enthalten, weiter untersucht werden.
5.2 Materialkonstanten
Die Materialkonstanten wurden mit Hilfe des Fits eines physikalischen Mo-
dells bestimmt. Ein Fit der Impedanz, der auf dem eindimensionalen Modell
des Resonators basiert, ermo¨glicht sowohl die vollsta¨ndige Bestimmung des
Steifigkeits- bzw. Nachgiebigkeitstensors als auch die Bestimmung des piezo-
elektrischen Koeffizienten.
Bei 900 °C, wo der Volumenwiderstand des Langasits einige Kiloohm betra¨gt,
ist der Peak der Antiresonanzfrequenz nicht mehr sichtbar, und die Auspra¨gung
der Impedanz sehr gering.
5.2.1 Mechanische Parameter
Die elastomechanischen Parameter des Langasits wurden in einem Temperatur-
bereich von 20 °C bis 900 °C untersucht. Ein Vergleich mit Materialparametern
anderer Forschungsgruppen (siehe Tabelle E.1) bei Raumtemperatur zeigt eine
sehr gute U¨bereinstimmung mit den in dieser Arbeit bestimmten Materialpa-
rametern. Sowohl die Steifigkeit als auch die Nachgiebigkeit weichen von den
publizierten Daten ho¨chstens um 2% ab. Nur die Steifigkeit c33 und die Nach-
giebigkeit s12 zeigen eine Abweichung von 6%, weil sie nur indirekt bestimmt
werden konnten.
Bei der Bestimmung der mechanischen Parameter muss der Einfluss von Feh-
lern im Messaufbau mitbetrachtet werden. Der Fit des physikalischen Modells
liefert ungenaue absolute Daten und muss bei Raumtemperatur mit einem be-
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Abbildung 5.1: Piezoelektrischer Koeffizient e26 = −2e11 bei 600 °C (in C·m−2) in
Abha¨ngigkeit von der Kristallorientierung. Mit Hilfe dieses Bildes kann bestimmt werden,
ob bei einer gewu¨nschten Orientierung ein Resonator noch schwingen kann.
kannten Datensatz kalibriert werden. Jeder Messfehler in diesem Referenzda-
tensatz wirkt sich so auf die Genauigkeit der Daten bei hohen Temperaturen
aus. Insbesondere die Ungenauigkeit des Kristallschnittes hat einen Einfluss
auf die Ergebnisse. Die Platinkontaktierung da¨mpft weiterhin die akustischen
Wellen im Langasit und ko¨nnte auch zur A¨nderung von bestimmten piezoelek-
trischen Koeffizienten fu¨hren. Auch der Einbau der Langasitsta¨bchen im Pro-
benhalter verursacht eine unvermeidbare Massenbelastung eines Resonators,
welche zu einer Verschiebung der Resonanzfrequenz fu¨hrt sobald die Probe
nicht genau in der Mitte festgehalten wird. Fu¨r die Frequenzverschiebung gilt
dann die Sauerbrey Formel [78]
∆f
fr
=
−∆m
m
, (5.1)
wobei fr die Resonanzfrequenz, ∆f die Verschiebung der Resonanzfrequenz, m
die Masse des Resonators und ∆m die A¨nderung der Masse sind.
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5.2.2 Piezoelektrische Parameter
Mit Hilfe der La¨ngenschwinger wurde der piezoelektrische Koeffizient d be-
stimmt und in den piezoelektrischen Koeffizienten e umgerechnet. Es wurde be-
obachtet, dass auf Langasit basierende Resonatoren auch bei einer Temperatur
von 900 °C ein ausgepra¨gtes Schwingungsverhalten aufweisen. Die Messungen
beweisen, dass Langasit grundsa¨tzlich als Hochtemperaturresonator verwend-
bar ist. Die Temperaturabha¨ngigkeit des piezoelektrischen Koeffizienten sollte
keine Beschra¨nkung fu¨r Langasit darstellen.
Die piezoelektrischen Koeffizienten d und e wurden mit den in Tabelle E.1 zu-
sammengefassten Literaturdaten verglichen. Im Fall der piezoelektrischen Ko-
effizienten d11 und e11 ist die Abweichung sehr klein. Die Koeffizienten d14 und
e14 zeigen mit bis zu 11% deutliche Unterschiede.
5.2.3 Temperaturkompensierte Schnitte
Anhand der gemessenen Daten lassen sich fu¨r bestimmte Temperaturbereiche
temperaturkompensierte Schnitte bestimmen.
Im Fall eines nicht gedrehten Y-Schnitt-Resonators liegt eine starke
Temperaturabha¨ngigkeit der Resonanzfrequenz vor. So a¨ndert sich die Re-
sonanzfrequenz in einem Temperaturbereich von 580–620 °C um ungefa¨hr
50 ppm·K−1. Im Fall eines Resonators der bei unterschidlichen Temperaturen
arbeitet wurde bisher zur Stabilisierung der Resonanzfrequenz eine Tempera-
turkompensation rechnerisch mit Hilfe des dritten Obertones durchgefu¨hrt [79].
Es wurde eine Komponente des Steifigkeitstensors, die die Scherschwingung
bestimmt, fu¨r ein um zwei Achsen (Y und Z) rotierten Resonator laut Glei-
chung (A.2) berechnet. Mit dieser Steifigkeit wurde die Resonanzfrequenz in
den Temperaturbereichen von 480–520 °C, 580–620 °C und 680–720 °C be-
stimmt. Die relativen A¨nderungen der Resonanzfrequenz wurden danach be-
rechnet. Zusa¨tzlich musste verifiziert werden, ob bei den gewu¨nschten Schnit-
ten der Resonator noch zu Schwingungen angeregt werden kann. In Abb. 5.1
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Abbildung 5.2: Frequenza¨nderung (in ppm·K−1) eines rotierten Y-Schnittes von Langasit
im Temperaturbereich von 480 bis 520 °C.
wurde der effektive piezoelektrische Koeffizient e′26 dargestellt, der die Dicken-
scherschwingung bestimmt. Je kleiner dieser Koeffizient ist, desto schwa¨cher ist
die Amplitude der Resonanz.
Ein (YZ) Dickenscherschwinger weist laut Gleichung (4.27) Schwankungen der
Resonanzfrequenz von unter 0,25 ppm·K−1 in den Temperaturbereichen von
480–520 °C, 580–620 °C und 680–720 °C auf. Diesen Schnitt erha¨lt man durch
eine 15° Rotation um die Z-Achse und danach durch eine 72° Rotation um die
Y-Achse des Koordinatensystems.
Die Temperaturabha¨ngigkeiten der Resonanzfrequenz die nach der Glei-
chung (4.27) bestimmt wurden, sind in den Abb. 5.2, 5.3 und 5.4 fu¨r drei
unterschiedliche Temperaturen dargestellt.
Zusa¨tzlich wurde die Steifigkeit des kompensierten Schnittes, welche die Scher-
schwingung bestimmt, in einem Temperaturbereich von Raumtemperatur bis
900 °C berechnet und in der Abb. 5.5 dargestellt. Ab einer Temperatur von ca.
450 °C ha¨ngt die Steifigkeit nur noch sehr wenig von der Temperatur ab.
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Abbildung 5.3: Frequenza¨nderung (in ppm·K−1) eines rotierten Y-Schnittes von Langasit
im Temperaturbereich von 580 bis 620 °C.
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Abbildung 5.4: Frequenza¨nderung (in ppm·K−1) eines rotierten Y-Schnittes von Langasit
im Temperaturbereich von 680 bis 720 °C.
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Abbildung 5.5: Effektive Steifigkeit eines rotierten Y-Schnittes im gesamten Temperatur-
bereich. Ab ca. 450 °C sinkt die Abha¨ngigkeit der Steifigkeit von der Temperatur sehr
deutlich.
5.3 Schlussfolgerungen und Ausblick
Die ermittelten Eigenschaften von Langasit haben gezeigt, dass das Material
fu¨r Hochtemperaturanwendungen sehr gut geeignet ist. Ein Sensor fu¨r Brenn-
stoffzellen ist ein typisches Beispiel fu¨r eine Anwendung des Langasits.
Die elektrischen Eigenschaften des Langasits zeigen, dass der Einfluss der At-
mospha¨re, beispielsweise H2/H2O, mitberu¨cksichtigt werden muss. Die Anwen-
dungsmo¨glichkeiten in Kohlenstoffmonoxid beschra¨nken sich auf einen Sauer-
stoffpartialdruckbereich bis 10−14 bar, da es bei noch kleineren Partialdru¨cken
zu einer Abdampfung des Galliums bzw. des Galliumsuboxides und dadurch
zu einer Zersto¨rung des Materials im Oberfla¨chenbereich kommen kann.
Herko¨mmliche Langasit-basierte (YZ)-Sensoren weisen eine starke Temperatur-
abha¨ngigkeit der Resonanzfrequenz auf. Um diesen Effekt zu minimieren, wur-
de bisher eine Kompensation mit Hilfe des dritten Obertons verwendet. In
dieser Arbeit wurde gezeigt, dass ein spezieller Schnitt anstatt der Kom-
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pensation verwendet werden kann. Resonante Gassensoren fu¨r den Einsatz
im Hochtemperaturbereich ko¨nnen so mit einer stabilen Resonanzfrequenz
(∆f ≈ 0,25 ppm·K−1), die bis zu 500 mal besser als die Stabilita¨t eines Y-
Schnitt-Resonators ist, ermo¨glicht werden.
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A Drehung eines Koordinatensystems
Transformationsmatrizen
Zur Drehung eines Koordinatensystems ist eine Transformationsmatrix erfor-
derlich. Die Tranformationsmatrix ergibt sich als Superposition aus den Dre-
hungen um die drei Hauptachsen. Diese ko¨nnen mit den folgenden Matrizen
beschrieben werden:
a
X =
0B@ 1 0 00 cosα sinα
0 − sinα cosα
1CA , aY =
0B@ cosβ 0 sinβ0 1 0
− sinβ 0 cosβ
1CA , (A.1)
a
Z =
0B@ cos γ sin γ 0− sin γ cos γ 0
0 0 1
1CA ,
mit den Winkeln α, β und γ als Drehung um die jeweilige Hauptachse.
Drehung eines Tensors
Um einen Tensor zu drehen, ist eine Rotationsmatrix aij erforderlich. Je nach
Stufe des Tensors werden die folgenden Gleichungen angewendet:
1. Stufe : u′i = aim · um,
2. Stufe : ε′ij = aimajn · εmn,
3. Stufe : d′ijk = aimajnako · dmno,
4. Stufe : c′ijkl = aimajnakoalp · cmnop,
(A.2)
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wobei in jeder Gleichung die Tensorschreibweise (siehe Gleichungen (3.3)
und (3.4) auf der Seite 25) angewendet wurde.
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B Notation der Schnittorientierung
Um die Kristallorientierungen der Resonatoren zu standardisieren, hat das
IEEE-Komitee eine kompakte Notation fu¨r die Schnittorientierung definiert
[52]. Die Notation beschreibt den Weg von einer hypothetischen Platte senk-
recht zu einer der Hauptachsen X, Y oder Z, durch drei Drehungen um die
Achsen der Platte bis zur abschließenden Orientierung.
Die Beschriftung der Schnitte erfolgt mit Hilfe von zwei bis fu¨nf Buchstaben
in runden Klammern und bis zu drei Winkeln. Die Angabe der Hauptachsen
X, Y und Z erfolgt hierbei mit Großbuchstaben. Die Kleinbuchstaben l fu¨r
die La¨nge, w fu¨r die Breite und t fu¨r die Dicke entsprechen den Kanten eines
quaderfo¨rmigen Kristalls.
Die gro¨ßte Fla¨che der Probe ist durch den ersten Buchstaben definiert. Es ist
die Hauptachse, die senkrecht zur Fla¨che der Probe vor den Drehungen ist.
Der zweite Buchstabe definiert die Hauptachse, welche sich parallel zur La¨nge
(a) (b) (c)
Abbildung B.1: Schnittorientierung nach IEEE-Standard. Das Bild (a) stellt die ungedrehte
Fla¨che mit der La¨nge l, der Breite w und der Dicke t dar. Das Bild (b) stellt den (YXl) -35◦
Schnitt, und das Bild (c) stellt den Schnitt (YXwl) 22,4◦/-33,88◦ dar.
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befindet. Weitere Buchstaben definieren eventuelle Rotationen um die Achsen
der Probe, welche zum Erreichen der finalen Orientierung no¨tig sind.
Schnitte ohne Rotation
Schnitte, die senkrecht zu einer der Hauptachsen verlaufen, beno¨tigen keine
Beschreibung durch eine Drehung, und werden nur durch zwei Buchstaben
definiert. Bei Sensoranwendungen von Langasit werden meist (XY) bzw. (YZ)
Schnitte verwendet.
Einfache Rotation
Bei Quarz-basierten Sensoren werden meist einfach rotierte Schnitte eingesetzt.
Diese entstehen durch eine Rotation eines (YX)-Schnittes. Um eine einfache
Drehung zu definieren, werden drei Buchstaben und ein Winkel beno¨tigt. In
Abb. B.1b ist ein so genannter AT-Schnitt des Quarzes dargestellt: (YXl) –35◦.
Dieser Schnitt hat den Vorteil, dass er bei Raumtemperatur eine Temperatur-
kompensation aufweist.
Zweifache Rotation
Abb. B.1c zeigt einen Quarzresonator mit SC-Schnitt, bei dem es sich um
einen zweifach rotierten Schnitt handelt. Die zweifache Drehung beno¨tigt vier
Buchstaben und zwei Winkel, beispielsweise (YXwl) 22,4◦/−33,88◦.
Dreifache Rotation
Die dreifache Rotation des Resonators ist unu¨blich, aber in der IEEE-Notation
zugelassen. Sie beno¨tigt fu¨nf Buchstaben und drei Winkel.
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C Diffusion
C.1 Ficksche Gesetze
In einem Festko¨rper mit inhomogenen Stoffkonzentrationen finden Transport-
prozesse statt, die zum Ausgleich der Konzentration c innerhalb des Volumens
fu¨hren. Die Intensita¨t und die Richtung des Teilchenstromes wird durch den
Stromdichtevektor j beschrieben. Der Fluss findet in Richtung des Konzentra-
tionsgefa¨lles statt und ist mit dem Faktor D gleich
j = −D∇c. (C.1)
Dieser Zusammenhang wird als das erste Ficksche Gesetzt bezeichnet. Ein ne-
gatives Vorzeichen bedeutet, dass der Stoff in Richtung der niedrigeren Konzen-
tration fu¨r einen u¨blicherweise positiven Proportionalita¨tsfaktor D fließt . Die-
ser Faktor wird als Diffusionskoeffizient bezeichnet und hat die Einheit m2/s.
Im Allgemeinen ist der Diffusionskoeffizient ein Tensor der zweiten Stufe.
In den meisten Fa¨llen kann ein Transportvorgang als ein eindimensionales Pro-
blem mit einem konzentrationsunabha¨ngigen Diffusionskoeffizienten betrachtet
werden. Der Nablaoperator ∇ kann dann vereinfacht werden zu
ji = −Dii ∂c
∂xi
. (C.2)
Der U¨bergang von einer zeitlich konstanten zu einer A¨nderung der Konzentra-
tion erfolgt mit der Kontinuita¨tgleichung:
∇j = −∂c
∂t
. (C.3)
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Durch Einsetzen von (C.1) in (C.3) erha¨lt man
∂c
∂t
= ∇ (D∇c) , (C.4)
wobei fu¨r den eindimensionalen Fall gilt
∂c
∂t
=
∂
∂xi
„
D
∂c
∂xi
«
, D ≡ Dii. (C.5)
Dieser Zusammenhang wird als das zweite Ficksche Gesetz bezeichnet. Fu¨r den
Fall, dass der Diffusionskoeffizient ortsunabha¨ngig ist
∂
∂xi
D ≡ D ∂
∂xi
, (C.6)
nimmt Gleichung (C.5) die folgende Form an
∂c
∂t
= D
∂2c
∂x2i
. (C.7)
C.2 Analytische Lo¨sung
Das zweite Ficksche Gesetz (C.5) hat eine unendliche Anzahl an analytischen
Lo¨sungen, die sich durch ihre Randbedingungen unterscheiden. Ha¨ufig liegt
der Fall vor, dass Teilchen aus einem
”
unendlichen“ Reservoir in ein Volu-
men diffundieren z.B. Gas, welches in eine Oberfla¨che diffundiert. Fu¨r einen
ortsunabha¨ngigen Diffusionskoeffizienten D, eine ra¨umlich konstante Anfangs-
konzentration c0 des diffundierenden Stoffes im Volumen, eine konstante Ober-
fla¨chenkonzentration des Stoffes cs und eine Diffusionszeit t, lautet dann eine
Lo¨sung des Fickschen Gesetzes wie folgt
c(x)− cs
c0 − cs = erf
„
x
2
√
Dt
«
, (C.8)
wobei erf (x) die Errorfunktion ist
erf (x) =
2√
pi
xZ
0
e−u
2
du. (C.9)
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Aufgrund eines Oberfla¨chenaustausches des Stoffes an der Probe ist jedoch
die Oberfla¨chenkonzentration des Stoffes cs nicht konstant und unterscheidet
sich von der Konzentration des Stoffes im Gas. Angenommen dass es sich um
einen Prozess der erster Ordnung handelt, lautet die Stromdichte durch die
Oberfla¨che wie folgt:
j(0, t) = K (cg − cs (t)) , (C.10)
wobei K der Oberfla¨chenaustauschkoeffizient, cg die Konzentration des Stoffes
in der Gasphase und cs(t) die Konzentration des Stoffes an der Oberfla¨che
sind. Unter diesen Bedingungen lautet die Lo¨sung des Fickschen Gesetzes wie
folgt [80]
c− c0
cg − c0 = erfc
„
x
2
√
Dt
«
− exp
„
xK + tK2
D
«
erfc
„
x + 2tK
2
√
Dt
«
, (C.11)
mit
erfc (x) = 1− erf (x) . (C.12)
Man sieht unmittelbar, dass fu¨r K → 0 die gesamte rechte Seite der Glei-
chung (C.11) Null wird. Es findet kein Austausch statt und die Konzentration
c ist gleich c0. Wenn aber K →∞ geht, wird der zweite Term Null. In diesem
Fall entspricht diese Gleichung der Gleichung (C.8).
C.3 Numerische Lo¨sung
Die Gleichung (C.5) kann fu¨r ein bestimmtes Zeitintervall ∆t und
La¨ngenintervall ∆x numerisch differenziert werden
cn+1j − cnj
∆t
=
Dj+ 12
`
cnj+1 − cnj
´−Dj− 12 `cnj − cnj−1´
(∆x)2
, (C.13)
wobei sich die Indizes n auf die Zeit und die Indizes j auf die La¨nge beziehen.
A¨hnlich, kann die Gleichung fu¨r die Zeit t = (n + 1)∆t differenziert werden:
cn+1j − cnj
∆t
=
Dj+ 12
`
cn+1j+1 − cn+1j
´−Dj− 12 `cn+1j − cn+1j−1 ´
(∆x)2
. (C.14)
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Der Diffusionskoeffizient Dj+ 12
ist der Mittelwert des Diffusionskoeffizienten
zwischen den Punkten j und j + 1. Die Linearkombination der Gleichun-
gen (C.13) und (C.14) ergibt das Crank-Nicolson Schema [64]
cn+1j − cnj
∆t
=
1
2
 
Dj+ 12
`
cnj+1 − cnj
´−Dj− 12 `cnj − cnj−1´
(∆x)2
!
+ (C.15)
1
2
 
Dj+ 12
`
cn+1j+1 − cn+1j
´−Dj− 12 `cn+1j − cn+1j−1 ´
(∆x)2
!
.
In der Gleichung (C.15) befinden sich die Variablen, welche fu¨r t = n∆t bekannt
sind, und die Variablen, die fu¨r t = (n + 1)∆t ermittelt werden. Mit Hilfe der
folgenden Abku¨rzungen
α = ∆t
2(∆x)2
βLn = αDn− 12
βRn = αDn+ 12
γn = α
“
Dn− 12 + Dn+ 12
” (C.16)
und der Annahme, dass die bestimmten Variablen von unbestimmten getrennt
worden sind, lautet die Differenzengleichung (C.15) wie folgt
−βLj cn+1j−1 + (1 + γj) cn+1j − βRj cn+1j+1 = βLj cnj−1 + cnj (1− γj) + cnj+1βRj . (C.17)
Da die Gleichung (C.17) fu¨r jeden Punkt j = 1 . . . N des Konzentrationsprofils
gilt, muss ein komplettes Gleichungssystem gelo¨st werden. Angenommen dass
kein Fluss an beiden Ra¨ndern der Probe stattfindet,
ˆ−D ∂c
∂x
˜
x=0,x=N
= 0,
lautet das Gleichungssystem wie folgt:0BBBBBBB@
1 + βR1 −βR1 0 · · · 0
−βL2 1 + γ2 −βR2 · · · 0
0 −βL3 1 + γ3 · · · 0
0 0
. . .
. . . −βRN−1
0 0 · · · −βLN 1 + βLN
1CCCCCCCA
×
0BBBBBB@
c1
c2
c3
· · ·
cN
1CCCCCCA =
0BBBBBB@
b1
b2
b3
· · ·
bN
1CCCCCCA .
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Dabei gilt:
b1 = −c1(βR1 − 1) + c2βR1
∀m=2...N−1 bm = cm−1βLm − cm(γm − 1) + cm+1βRm (C.19)
bN = cN−1β
L
N − cN (βLN − 1).
Wenn noch zusa¨tzlich der Fluss an einer Oberfla¨che der Probe betrachtet wer-
den muss, der zur Konzentrationsdifferenz zwischen der Gasphase cg und dem
Volumen cs der Probe proportional ist j(0, t) = K (cg − cs (t)), lautet das Glei-
chungssystem:0BBBBBBB@
1 + βR1 − α∆xK −βR1 0 · · · 0
−βL2 1 + γ2 −βR2 · · · 0
0 −βL3 1 + γ3 · · · 0
0 0
. . .
. . . −βRn−1
−βLn 1 + βLn
1CCCCCCCA
×
0BBBBBB@
c1
c2
c3
· · ·
cn
1CCCCCCA =
0BBBBBB@
b1
b2
b3
· · ·
bn
1CCCCCCA .
(C.20)
Dabei gilt:
b1 = (
∆xK
D0 5
(c1 − cg) + c1)βL1 − c1(γ1 − 1) + c2βR1 − α∆xKcg
∀m=2...n−1 bm = cm−1βLm − cm(γm − 1) + cm+1βRm (C.21)
bn = cn−1β
L
n − cn(βLn − 1).
Ist das Konzentrationsprofil am Anfang des Prozesses bekannt, so la¨sst sich mit
Hilfe der Gleichungen (C.18) bzw. (C.20) ein physikalischer Prozess schritt-
weise simulieren. Um die freien Parameter (Diffusionskoeffizient D, Ober-
fla¨chenaustauschkoeffizient K u.a.) zu fitten, kann ein Simplex-Verfahren an-
gewendet werden [64]. In diesem Verfahren wird ein simuliertes Konzentrati-
onsprofil mit dem gemessenen Profil verglichen, um eine Differenz – χ2 zu be-
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stimmen. Der Fitalgorithmus bestimmt dabei neue Parameter und wiederholt
die Simulation, um sich iterativ der Lo¨sung anzuna¨hern.
Die Fitprozedur kann so verbessert werden, dass mehr als ein Diffusionskoeffizi-
ent zugelassen ist. Befindet sich im Volumen der Probe ein Phasenu¨bergang, so
kann der Transportvorgang in den beiden Phasen mit unterschiedlichen Diffu-
sionskoeffizienten beschrieben werden. Zusa¨tzlich kann auch eine Abha¨ngigkeit
des Diffusionskoeffizienten von der Konzentration des Stoffes mitberu¨cksichtigt
werden.
108
D Zusammenhang von Wasserstoffkonzentration und
Absorption
Da Wasserstoff als Proton einen relativ hohen Diffusionskoeffizienten in
Festko¨rpern besitzt, sind Diffusionsprofile mit einer Auswertung des entspre-
chenden Konzentrationsgradienten zur Bestimmung des Diffusionskoeffizienten
nicht geeignet. Oft ergeben sich sehr große Diffusionsla¨ngen oder sogar ein Hin-
durchdiffundieren durch die Probe. Die Konzentrationsprofile von Wasser bzw.
Wasserstoff ko¨nnen daher mit Hilfe der SIMS nicht ermittelt werden, da mit
diesem Verfahren nur die Oberfla¨che der Proben innerhalb weniger Mikrometer
untersucht werden kann.
Fu¨r den Fall, dass Wasserstoff in eine du¨nne Probe an beiden Oberfla¨chen ein-
tritt, kann man die Menge des Wasserstoffs bzw. deren A¨nderung ausnutzen. In
einer homogenen Probe, bei der die Konzentration des Stoffes im Anfangszu-
stand durch eine Funktion f(x) definiert ist, kann die Konzentration als Funk-
tion der Zeit C(x, t) definiert werden. Wenn die Konzentrationen des Stoffes
an beiden Oberfla¨chen C1 und C2 konstant sind
1, kann die Konzentration in-
nerhalb der Probe wie folgt bestimmt werden [66]:
C(x, t) =
x
l
+
2
pi
∞X
n=1
C2 cosnpi − C1
n
sin
npix
l
exp
`−Dn2pi2t/l2´ (D.1)
+
2
l
∞X
n=1
sin
nx
pi
exp
`−Dn2pi2t/l2´ Z l
0
f(x′) sin
npix′
l
dx′
+C1 + (C2 − C1) ,
wobei l die La¨nge, t die Glu¨hzeit und D der Diffusionskoeffizient sind. In
1Dieses ist beim Kontakt mit großen Gasvolument der Fall.
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den meisten Fa¨llen ist die Anfangskonzentration innerhalb der Probe entwe-
der Null oder konstant. Dies vereinfacht die Berechnung der Integrale in Glei-
chung (D.1).
Wenn die Konzentration in der Probe im Anfangszustand gleich C0 ist und die
Konzentration des Stoffes in der Gasphase an beiden Oberfla¨chen gleich C1 ist,
und das Diffusionsprofil symmetrisch zur Mitte der Probe ist, lautet die Lo¨sung
der Gleichung (D.1) wie folgt
C − C0
C1 − C0 = 1−
4
pi
∞X
n=0
(−1)n
2n + 1
exp
„−D (2n + 1)2 pi2t
4l2
«
cos
(2n + 1)pix
2l
. (D.2)
Der Quotient der Menge des in die Probe hineindiffundierenden Stoffes Mt nach
der Zeit t geteilt durch die maximale Menge des Stoffes M∞, welche in die Probe
diffundieren kann, kann unter den oben genannten Bedingungen durch folgende
Gleichung definiert werden [66]:
Mt
M∞
= 1−
∞X
n=0
8
(2n + 1)2pi2
exp
„−D(2n + 1)2pi2t
4l2
«
. (D.3)
Die Gleichung (D.3) kann entweder graphisch fu¨r Dt/l2, oder numerisch gelo¨st
werden. Die gesamte Menge des Stoffes in der Probe kann zum Beispiel mit
Hilfe der FT-IR Spektroskopie berechnet werden.
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E Materialparameter des Langasits bei Raumtemperatur
nach verschiedenen Autoren
Tabelle E.1: Materialparameter des Langasits zusammengestellt aus verschiedenen
Vero¨ffentlichungen.
[25] [56] [22] R.-A. [11] P.-E. [11] [81] [82] [55]
ρ 5740 5739 5733 5742,4 5739
c11 188,73 189,82 190,9 189,61 188,9 188,73
c12 104,59 106,57 106,3 104,89 103,3 104,59
c13 96,24 97,54 104,2 96,86 97,1 96,24
c14 14,14 14,73 15,2 14,22 15,0 14,14
c33 262,34 263,54 261,9 261,51 261,9 262,34
c44 53,90 54,24 52,4 53,15 53,34 53,90
s11 88,00 87,60 87,52
s12 −38,60 −40,33 −40,21
s13 −16,00 −18,51 −18,82
s14 −34,50 −35,90 −37,90
s33 50,40 55,91 53,15
s44 204 210 219,86
d11 −6,06 −6,15 −6,16
d14 5,65 6,01 5,36
e11 −0,426 −0,430 −0,450 −0,456 −0,426
e14 0,078 0,148 0,077 0,150 0,078
ε11/ε0 18,97 18,10 19,20 18,99 18,96 18,7
ε33/ε0 50,40 50,30 50,70 49,32 50,19 50,3
Die Einheiten lauten wie folgt: Steifigkeit cij : GPa, Nachgiebigkeit sij :
10−13m2/N, piezoelektrischer Koeffizient dij : 10−12CN−1, piezoelektrischer Ko-
effizient eij : Cm
−2. Bei [11] entsprechen R.-A. und P.-E. dem Resonanz-
Antiresonanz- und dem Puls-Echo-Verfahren.
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Tabelle E.2: Thermische Ausdehnungskoeffizienten des Langasits [55] im Temperaturbe-
reich von 270 bis 600 K. Die Koeffizienten sind fu¨r T0 =298,15 K bestimmt worden.
ij αij [10
−6K−1] βij [10−9K−2] γij [10−12K−3]
11-a 6,06 5,49 −4,91
11-b 6,05 6,05 −4,66
33-a 4,34 3,49 −3,51
33-b 4,40 5,63 −5,22
Anhand der Ausdehnungskoeffizienten kann die Dehnung ij wie folgt berechnet wer-
den: ij(T ) = 
0
ij + αij(T − T0) + βij(T − T0)2 + γij(T − T0)3.
Tabelle E.3: Atomkoordinaten in der Elementarzelle des Langasits an zwei unterschiedli-
chen Stellen des gezu¨chteten Langasiteinkristalls.
Atom Lage Sym. x y z µ Ref.
La 3e 2 0,582 0,000 0,000 1,00
[21]a
Ga(1) 1a 32 0,000 0,000 0,000 1,00
Ga(2) 3e 2 0,235 0,000 0,500 1,00
Ga(3) 2d 3 0,667 0,333 0,530 0,42
Si(3) 2d 3 0,333 0,667 0,530 0,58
O(1) 2d 3 0,667 0,333 0,217 1,00
O(2) 6g 1 0,549 0,624 0,276 1,00
O(3) 6g 1 0,764 0,927 0,778 1,00
La 3e 2 0,581 0,000 0,000 1,00
[21]b
Ga(1) 1a 32 0,000 0,000 0,000 1,00
Ga(2) 3e 2 0,235 0,000 0,500 1,00
Ga(3) 2d 3 0,667 0,333 0,531 0,57
Si(3) 2d 3 0,333 0,667 0,531 0,43
O(1) 2d 3 0,667 0,333 0,199 1,00
O(2) 6g 1 0,533 0,689 0,319 1,00
O(3) 6g 1 0,778 0,918 0,766 0,97
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